JEDNACINA SA TOTALNIM DIFERENCUJALOM

Neka je data diferencijalna jednalina:
P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0.

Ako je ispunjen uslov:
P 90
oy Tox’
pa _je leva strana date jednadine totalni diferencijal du neke funkcije dve ne-
zavisno promenljive, tada je:
du=Pdx+Qdy=0

pdl 5 28
0x ay
a opsti integral je:
ufx, y)=0C

u=C= fPa‘x+ f[(_)—if de]dy.
ay

Na primer, kod jednacine:
B +6x1?)dx+(6x°y+4y)dy=0
e 3
¥ 2 [_'}-_r_\-_,ai_
) ) o x or
pa je opitl integral:

C= J’ (3x?+ 6 xp)dx+ [ 6xy+dy— 52!- (' +3 229 |dy =

=x'+3x2y + ][6 yp+dyP—6x?pldy=x3+3 51y 43 51 )?

4 432

+— 33X yi=x+Ixt 4 =

Ponekad jednadina Pdx+Qdy=0

nije jednadina sa totalnim diferencijalom, ali to postane posie mnoZenja nekim
integracionim faktorom A (x,¥).

Dobijena parcijalna jednalina po A moZe biti jo§ teZa od polazne. Ipak,
za specijaine oblike A, kada, na primer, X zavisi samo od x ili samo od y,
ovaj postupak moZe voditi cilju.

Na primer, za jednacinu:



Primer. Data je diferencijalna jednacina
(z — y*)dz + 2zydy = 0.

nadi njen opéti integral.

Resenje. Ovde je

dapP Q)
dy g or “
odnosno
opr , 9@
oy = Oz
Kako je
£ 8
-5 —wy-% _ 2
Q 2zy z’

to se moze nati integracioni faktor A(z), jer je

1
Q = ——%dm odnosno A = —-.
A z z?

Jednacina i
— (e = ¢*)dz + 2aydy] = 0,

je totalni diferencijal neke funkcije U(z,y) = C. U ovom slutaju je

2
Ulz,y) f yder?,b

odnosno
y?
U(z,y)= > i 1,b($),
gde je 1(z) neka funkcija od z. Kako je

W _z-y
oz~ oz
to je
2 2
-y Y
xz =l —xiz + w’($)
Odavde je

P(z) = = odnosno P(x) = In |z|.

Opsti integral zadate diferencualne jednacine je

y?
5 +1njz| = C.4



Kleroova i Lagranzeva diferencijalna jednaéina
Jednaéina po nepoznatoj funkciju y oblika

y=ay + f(¥'), (20)
gde je f data diferencijabilna funkcija naziva se Kleroova diferencijalna
jednaéina. Razume se da ova jednacina nije ekplicitno reSena po y. Stavl-
jajuéi ¢' = p u (20), dobice se

y = zp+ f(p), (21)
odakle, diferenciranjem po z, izlazi

(z+ f'(p))p' =0

Ako je p' = 0, biée p = C (C je proizvoljna konstanta) i prema (21) dobice
se opste redenje jednacine (20) u obliku

y=Cz+ f(C).
Ako je z + f'(p) = 0, tada se eliminacijom p iz jednacina
e+ f'(p)=0ny=zp+ f(p)
prema-prethodnom-odeljku,. dobija obvojnica familije pravih

P:y=Cz+ f(C),
koja je sigularno resenje Kleroove jednacine

Primer. Regiti Kleroovu diferencijalnu jednatinu



Resenje.

Ako se uvede parametar y’' = pi jednaéina () diferencira po x, dobice se:
p=p+[e—5lr, (++)

odavde je

Jednatina (2) bice zadovoljena ako je:
1°. p' = 0, odakle je p = C. Zamenom vrednosti p = C' u jednaéinu (*)
dobice se opsti integral jednaéine (x):

a
=Cz+ —.
d &
2%, 8 — ;r% = 0, odavde je p = i\/g, odnosno posle zamene u jednaéinu
(#%) y* = 4ax, i to pretstavlja singularno resenje jednacine (). Do istog
rezultata se dolazi eliminisanjem konstante C iz jednacina

y—CIf%:O

a
Sto zna&i da je singularni integral y? = 4az obvojnica pravih linija pretstavl-
jenih opstim integralom.4$

Jednacina oblika
y=zf(y)+9(y"), (22)

gde su f i g date diferencijabilne funkcije, naziva se Lagranzeva diferencijalna
jednacina.

Ova jednacina redava se istom metodom kao i Kleroova jednaéina. Uzi-
majudi da je ¥’ = p i posle diferenciranja dobija se

(f(p) - p)i—; + f'(p)e = —¢'(p)- (23)



Primer. Resiti Lagrangzevu diferencijalnu jednacinu

y =2y +y'"”.
Resenje.
Ako stavimo y' = p dobitemo jednacinu
y = 2zp+p’. ()
Diferenciranjem jednacine (2) po z dobijamo
p=2p+2z+p)p,
odnosno ako se r posmatra kao funkcija od p
dx = _2_$ -9 ( * %)

dp  p
i to je linearna jednatina po z. Njeno opste resenje dobijamo smenom z =

uv, gde su u i v funkcije od p.
Zamenom z = uv i z, = v'v + uv' u jednalinu dobijamo

w'v +u(v' + 2?’0) = -2,

Kako je za v = %, faktor uz u jednak nuli, to je
P

1
U.’—z' = —‘2,
p
odavde je u = —%pB + C, pa je opste resenje linearne jednacine (* * *)
G 2
x:uv:}?—?‘p, (o % %)

ako se (* * *+) unese u jednacinu (++) dobija se

3¢ ¢
y==-Z
p 3

Opste resenje jednacine (*) u parametarskom obliku

_C 2
==
20 p?
y="2-2
P 3

(y = 0 je takode resenje diferencijalne jednacine.)$



DIFERENCIJALNE JEDNACINE DRUGOG REDA

OPSTE I PARTIKULARNO RESENJE DIFERENCIJALNE JEDNACINE
DRUGOG REDA

Opdti oblik diferencijalne jednadine drugog reda je

F (239 5")=0,
ili
y”-_‘_f(x: Vs y’).

Definicija 1. OpStim refenjem diferencijalne jednatine drugog reda naziva se funkcija
y=y(x, C1, Cq), koja sadrii dve proizvoline konstante Cy i Ca, takva da:

1° Zadovoljava diferencijalnu jednatinu za proizvoline vrednosti konstanata
C1 i Cs;

2° Za date poletne uslove

Yie=z, = 30, 3| z=z, = Y0

moguce je odrediti vrednosti koistanata Cy i Cs, tako da funkcija y=1y (x, C1, Ca)
predstavlja refenje koje zadovoljava uslove

Yo=y (x0, C1, C2),  yc'=y' (%0, C1, Cy).

Pri tome xo, y0, Yo', treba da pripadaju skupu vrednosti respektivno za x,
¥, ¥' za koje su ispunjeni uslovi teoreme o egzistenciji i jedinosti reSenja. U
navodenje ovih uslova i analizu pitanja
egzistencije nefemo ulaziti © ovome
kursu,

Relacija oblika
(I) (xJ Vs Cl.! CB)”‘“O,

koji implicitno definie op3te refenje
jednatine drugog reda naziva se op-
§tim integralom date diferencijalne jed-
nacine. Svaka funkcija dobijena iz op3*

refenja, dajuéi konstantama C; i Cy
konkretne vrednosti naziva se partiku-
larnim refenjem diferencijalne jednadine. Sl 8.3.1a

=

Geometrijska interpretacija. Geometrij§k1, op nje P
integralnih krivih i ono zavisi od dva nezavisna parametra i1 2.

j & i jedna
kroz jednu tatku Mo(xo, ¥o) pr_clam ne jedna, v
Za odredivanje jedne fiksirane krive Ly trqba, porf:d tacke Mo,
cijent pravca tangente na tu kriva u tacki Mo, tj.

tg oo =yo'.
Na taj nadin iz sistema jednacina

yo=y (x0, C1, G2),  yo'=y'(x0, C15 C2)

$te refenje predstavlja skup
Zato uopéte
veé familija integralnih krivih.
poznavati koefi-

mozemo odrediti konstante Cp i Cs i doéi do partikularnog redenja y="7 (x), koje

zadovoljava datu diferencijalnu jednalinu i date poletne uslove

y l:cz:co = Yo, y’ | T=%, — 3’0’-

Odredivanje integralne krive Lo na izlo¥eni nalin predstavlja redemje tzv.

Cauchyevog problema.



Diferencijalne jednaéine koje ne sadrze y
Najpre razmatramo jednacine oblika
F(z,y',y") = 0. (25)

Uvodenjem nove nepoznate funkcije z smenom y' = z1 2z’ = y" diferencijalna
jednacina (25) dobija oblik

Fla,zg") =0, (26)
a to je diferencijalna jednaéina prvog reda. Ako je opste reSenje jednacine
(26)

z = f(.’E, Cl)')

prema uvedenoj smeni bice

g = fle, 0 ) (27)

Integracijom jednacine (27) dobiée se opste redenje jednacine (25)
Yy = /f(;c,C’l)dm + Cz.

Primer. Resiti diferencijalnu jednacinu

zy" + vy = 4z,
Resenje:
zy" +y' =42/ :2
1
yl'f + _yf = 4
T
Posle smene y' = z, odnosno y" = z' dobice se linearna jednaéina z'+ 1z = 4
pa je
z=e I %0y +4/ef%£d9:)
C
== + 2.
x
Dakle,

T

C
y:f( 1+2$)d$+02

= Cllnz—{—a:Z + Cq.9



Diferencijalne jednacine koje ne sadrze z
Kao i u prethodnom odeljku najpre razmatrmo jednacine oblika

F(y,y'.y") = 0. (28)
Moze se uvesti smena y' = z. Tada je

n_dz dzdy —zﬁ
T dz  dydx T dy
pa jednacina (28) postaje diferencijalna jednatina prvog reda
d
F(y,2,2=) = 0.

29
dy 2
dy __

Neka je z = f(y.Cy) opéte resenje jednacine (29). Tada je y' = f(y,C1) tj.
Y = f(y,C1), a ovo je jednacina $to razdvaja promenljive.

dy
—— =dz
f(yucl)

Integracijom poslednje jednacine dobice se

_ dy
$+@_/ﬂ%&Y

a to je opéte regenje jednacine (28).

Primer. Resiti diferencijalnu jednaéinu

2yy' ="



Resgenje: Smenom y' =z, y"' = zi—; data jednacina postaje

uz = dz/_
yz_zdy : 3

dz = 2ydy.
Posle intergracije

z=y* 4 C?

yl = yZ + C‘lz

dy 2 2

B, — C

1z Y + O3
dy

TEyrar

Integracijom poslednje jednacine dobice se

dy 1
C, = | ——5 = — arctan —-.
T4 Coq f’yz—l—C’% Clanrcamc1

Ili krace
Cl — tan(Cyz + C1C2)#

1

Jednaéine homogrne po y,¥', ... )

Neka je u jednatini F(z,y,y’,y") = 0 funkcija F' homogena po v,y y"
stepena homogeniteta k tj. za funkciju F' vazi

F(z,ty, o, ty") = t* F(z,9,9,4")-
Ako jet = % dobiée se jednaéina oblika

1 H
F(w,l,y—,y—) =)
vy

Uvodenjem nove nepoznate funkcije z z(z) smenom Yy
e?z', y' = e*[(z")? 4+ z"] dobice se jednacina

Flz,1,2',(2')* + 2"] = 0.



Novom smenom 2' = u, 2/ =4/ poslednja jednacina postaje diferencijalna
Jednatina prvog reda.
F(z,1,u,u* +u') = 0.

Primer. Nadi opite reienje diferencijalne jednacine

!

2
ryy" + oy’ = yy'.
Resenje: Ako se uvede smena z = 7, tada je
d d? d
. N g) o2z
dz dz? dz
Zamenom y', y" u zadatoj jednagini dobice se

By (a0
ydz2 z o ydz'

Ova jednadina ne sadri novu nezavisno promenljivu z pa se moZe resiti na
uobitajeni nacin smenom:

Medutim ova jednagina se moze resiti i na drugi nacin. Kako su obe strane
date jednacine izvodi po z, tj.

d dy\ d .,
E(L’a)a(ﬂ)



pa je
d 5
y— =y +C,
dz

a ovo je jednacina koja razdvaja promenljive i njeno resenje je
2 2z
¥y + C1 = Cqe
i posle vracanja na smenu z = e®

y2 + Cl = ngz..

Linearna diferencijalna jednaéina reda n

Definicija.

(a) Diferencijalna jednacina oblika

y(n) T f1($)y(ng1) + o+ fulz)y = F(x), (30)
gde su fi(z), i€ {1,2,...,n}i F(z) date funkcije promenljive z, naziva
se linearna diferencijalna jednacina n-tog reda.

(b) Ako je F(z) = 0, jednatina (30) je homogena ; ako je F(z) # 0 ,
Jjednacina (30) je nehomogena .

(c) Ako su funkcije fi,..., fo konstante, jednacina (30) naziva se linearna
diferencijalna jednacina sa konstantnim koeficijentima .

Teorema.Neka je poznato opste resenje homogene jednacine
o™+ @)y 4 a2y =0 (31)
Tada se mose odrediti opste reSenje nehomogene jednacine
™ + fi(@)y "D 4o+ fale)y = Fle)- (32)

Dokaz. Neka jey = C1y1+- .-+ Caln opéte resenje jeft_:lnaéine (31)‘. Moze
se prcg:dpos;taviti da su Cy,... ,Cy diferencijabilne funkcije od z./ -



Tada je
y=Cu@)y + -+ Culz)yn
opste resenje jednacine (32).H
Postupak kojim je dokazana ova teorema poznat je kao Lagranzev metod
varijacije konstanata, a u nekim udzbe nicima se sama teorema naziva medod
varyjacyje konstanata.

Linearna jednaéina sa konstantnim koeficijentima

To je jednadina oblika

0
agy™ + a1y 4 dany Fany = { (36)
f(=)
gde su a;, i€ {1,...,n} realne konstante. Najpre razmatramo homogenu
jednacinu:
aoy™ + a1y + .ot an_1y +any = 0. (37)
Smenom y = %, ¢’ = ke*® ... y(") = k"e** jednacina (37) transformise
se u
e (agk™ + a1k 1+ .- 4 a,) =0,
pa se zadatak svodi na re§avanje algebarske jednacine po k oblika
agk™ + a1k® ' +---4+a, =0. (38)

Jednatina (38) poznata je kao karakteristiéna jednacina jednacine (37).
Neposredno se proverava da je e** resenje jednagine (37) u slu¢aju kada
je k koren karakteristicne jednaéine.
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Primer Linearna homogena jednadina sa konstantnim koeficijentima
¥’'+3y —10y=0
ima karakteristi¢nu jednacinu

k24-3k—10=0.
; 49 a .
Ovde je A=?>0, te su koreni jednadine ki=2, ka= —5.

Fundamentalni sistem partikularnih reenja je
Y1=¢%, ya=g~53,
te ¢e opste refenje date jednadine biti
y=C1e** 4 Coe 5%,
Primer Za linearnu homogenu diferencijalnu jednadinu
¥’ —4y' +4y=0
karakteristi¢na jednacdina je
k2 —4k+4=0.
Ovde je diskriminanta A=0, te je njen dvostruki koren k=2.
Fundamentalni sistem partikularnih refenja je
1 =20, yo—xedT,
pa je opste resenje jednaline

y=(C1+ Cax)e3x,

Primer 3. Za linearnu homogenu diferencijalnu jednainu s konstantnim koeficijentima
Y'—4y'+13y=0

karakteristi¢na jednacina je
kR*—4k+13=0.

Ovde je diskriminanta A= —36<0, te su refenja ove jednaéine
k1=243i, ko=2—13i,

ti. @=2, B=3, pa je opite refenje

y=¢22(Cy cos 3x+ Cg sin 3x).



Primer. Nadi opste regenje diferencijalne jednaéine.
y© — 6y + 18y — 6y — 75¢" 1 1204 - 52y = 0.

Resenje. Karakteristiéna jednaéina za datu diferencijalnu jednaéinu je
slede¢i polinom po k

k® — 6k° + 18k* — 6k — 75k% + 120k — 52 = 0
koji se faktorise u obliku
(k= 1)%(k* — 4)(k* — 4k + 13) = 0.
Dakle, koreni karakteristi¢ne jednagine su respektivno
ki=-2,ky=2,ks=kyg=1,ks =2+3i,kg =2—3i

pa su linearno nezavisna reenja y; = e~ 2%, Yo = €27, y3 = €%, yy = ze%,y; =
€** cos 3z, ys = €% sin 3z. Prema tome, opste resenje je

i = Che ™4 The™™ 405" 4 Cyze® + Cse®® cos 3z + Cge®® sin 3.4

Primer. Naéi opste regenje diferencijalne jednaéine.

" !
2y = ,
¥+ 3y + 2y 14 en

Resenje. Odgovarajuéa homogena diferencijalna jednaéina je
y" + 3y + 2y = 0.
Karakteristiéna jednacina ove diferencijalne jednacine je
K +3k+2=0

1 njeni koreni su
kl - —2, kz = —1.



Opéte redenje homogenog dela date diferencijalne jednatine je
y = Cye™2% + Che™".

Prema opisanoj metodi u Teoremi o varijaciji konstanata, smatrace se da su
1 1 Oy funkcije od z i formirati slededi sistem:

e Cle™ =1,

1
_ QCI -2z _ Cre—:r - .
1€ 2 1+e"
aje
e ; eZm C’ e®
e A =
17 e "2 T Txen

te je posle integracije

Ci=In(e” +1)—e* + Dy,
Cy =1In(e” + 1) + Ds.

Dakle, opéte resenje polazne jednatine je oblika

y=[In(e® + 1) — e” + Dyle™** + [In(e” + 1) + Da2]e".¢



. Partikularna reSenja za nehomogenu jednaéinu

aoy"™ + a1y 4L 4 any = F(a).

Desna strana
diferencijalne jed.

Koreni
karakteristiéne jed.

Oblik
part. reSenja

Fla) = Pulz)

a) broj 0 nije koren

Qm(z), gde je

gde je P, (z)- karakteristicne polinom stepena
polinom stepena jednacine ne viseg od m
m b) broj 0 je koren 2'Q ()
karakteristi¢ne
jednacine reda [
Elz) = e*®Bslz) a) broj a nije koren @ (e

gde je a-
realan broj

karakteristicne polinom stepena
jednacine ne viseg od m
b) broj « je koren 2'Q(2)e%®
karakteristi¢ne

jednacine reda [

Flz) =
P (z)cos fz+
+Qm(z) sin fz,
gde su P,(z) i
@ m (z)-polinomi
stepena ?e

§ ®iseg od m
i jedan od njih
ima stepen m

a) broj 10 nije koren
karakteristicne
jednacine

Uy () cos Bz
+vm(z) sin Bz,
gde su up, () i
V(2 )-polinomi
stepena ne
viseg od m

b) broj if je koren
karakteristicne
jednacine reda, [

2 [, (z) cos Bz

+vm(z)sin Bz]

F(z) =
e*E[Pp(z) cos Bz
+Qm(2)sin fz],

Primer. Resiti diferencijalnu jednaéinu

a) broj @ + ¢ nije
koren karakteristicne
jednacine

e [u, () cos fz
+vm (z) sin fz]

b) broj a + i3 je
koren karakteristicne
jednacine reda [

y" — 3y + 2y = (2% + 2)e%°.

;L.Ieoz:r
[um(2) cos Sz

+v,(z)sin fz]

Resenje. Karateristicna jednac¢ina date jednatine je

k* —3k+2=0.



Njeni koreni su ky =1, ky = 2.

Opste resenje homogene jednacine (homogenog dela) date jednacine
p, =G 602,
Prema izloZenoj Semi partikularno resenje y, biée oblika
B = (AJ:2 + Bz + C)eam.

Zamenom Y, y,,y, u polaznoj jednacini i posle skracivanja sa e3z dobice se
sledeci identitet

24z% + (6A+ 2B)z + (2A+ 3B+ 2C) = 2% + =.

Pa je

Prema tome,
1
ey = (5532 —z+1)e*.

Dakle, opste regenje date nehomogene jednacine je oblika

3 1 .
Y=yn+yp = Cre” + Cae®* + (5332 —z 4 1)e’". ¢

Ojlerova diferencijalna jednaéina
Linearna jednacina oblika
apz g™ ™ B Lws Foan 29 + gy = Flz)

gde su ag,a,...,a, konstante naziva se Qjlerova diferencijalna jednacina.
Uvodenjem nove nezavisno promenljive smenom z = e’ dobice se

i y " y i y " y . 3?} + 2:9.'

y:E’ y :A—e‘i_t-_u’ y :—BT—,...
gde je
o dy . d%y
y:an:E,.,,,mk:e“,ke{l,...,n}



data jednacina svodi se na linearnu diferencijalnu jednaéinu n-tog reda sa
konstantnim koeficijentima.

Na isti naéin resava se i jednaéina oblika:
Ao(az +b)"y™) + Ay (az + b)”_ly(”‘l) +--+An_1(az+ b)Yy + Ay = F(z).

Naime smenom az +b = €' i ova jednatina svodi se na linearnu diferencijalnu
Jednaginu sa konstantnim koeficijentima.

Primer Nadi opite resenje diferencijalne jednatine
z?y" 4 22y’ — 2y = 1 + 2°.

Resenje. Posle smene z = e, ¢ = lnz, 2 =%, gyt = ,%, y' =

Y7 dobija se linearna diferencijalna jednaéina sa konstantnim koeficijentima

Py  dy 2t
—= e — 2 = ],
az Ty =1t
Opste resenje ove diferencijalne jednaéine je
i 1 1
y261€t+026 2t—§+162t.

Vratanjem na smenu ¢ = Inz dobija se opste reénje date jednacine

Gy T. 1.,
y:cl-’u"+$—2—§+z$ -4



