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1. ELEMENTI VEKTORSKE ANALIZE

1.1. Vektorska funkcija jedne promenljive,
graniéna vrednost i neprekidnost

1.1.1. Definicija. Neka je T podskup skupa realnih brojeva i E3 euklid-
ski trodimenzionalni vektorski prostor. Svako jednozna¢no preslikavanje 7
sa skupa T u E? predstavlja jednu vektorsku funkciju 7 = 7(¢) sa domenom
T i kodomenom u E3.

U ovoj definiciji u zavisnosti od vrste razmatranog zadataka pod vek-
torom 7 moze se podrazumevati slobodni vektor ili vektor sa pocetkom u
jednoj fiksnoj tacki(radius vektor). Kako je uobic¢ajeno da se vektor 7 iz E3

predstavlja kao uredjena trojka ili linearna kombinacija baznih vektora Z, f, k
to ¢e nadalje vektorska funkcija biti predstavljena u obliku

r=(x(t),y(t),2(t), teT
ili
F=zt)i+yt)]+2()k teT. (1)

U daljem tekstu skup 7" predstavljace neki odsecak [a, b] realne prave. Duzina
vektora 7= (z(t),y(t), z(t)) oznacavale se sa

7= V()2 +y(t)? + 2(¢)?, (2)

skalarni poizvod vektora @ i b sa a - b , a vektorski proizvod sa a X b.

Ako promenljiva ¢ ”prolazi” interval [a, b] i vektor 7(t) je vezan za koordi-
natni pocetak O, onda se geometrisko mesto tacaka njegovih krajeva naziva
hodografom vektorske funkcije 7(t) (videti sliku 1).
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1.1.2. Definicija. Neka je vektorska funkcija 7(¢) definisana u nekoj
okolini tacke tg, izuzev, moze biti, u samoj tacki to, i neka je @ neki vektor.
Vektor @ naziva se grani¢nom vrednoséu ( limesom ) funkcije 7(¢) kada t — tg
i pise se @ = tIL% 7(t) ako za svako € > 0 egzistira 0 = §(e) > 0, tako da je

za sve t # to za koje je |t — tg| < 0, zadovoljena nejednakost
|7(t) — d| < e.

Polazeéi od relacije

7(t) —a = V/[e(t) — a1]? + [y(t) — az]? + [2(t) — as]?
iakojer = x(t)f—l—y(t)j—kz(t)% . @ = a1i+asj+ask, neposredno se primeéuje
da bi vazila jednakost
potrebno je i dovoljno da je

a; = tlg?o z(t), az= tli)r]?o y(t), as= tlg?o z(t)

Pri resavanju zadataka koriste se sledeca svojstva limesa vektorskih
funkcija

M) Jim 70) = @ = Jim [7(0)] = |a],

(2) tlglo [F1(t) £ 7(t)] = ILIQ) 71(t) + tlirg) 7 (t),
®) Jim F()716) = Jim £(0) i 710),

(4) Jlim 7 (t) - () = Jim 7 (t) Jim Ta(t),
(5) lim 71 (t) X 75(t) = lim 7 (¢) x lim 75 (¢).
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1.1.3. Definicija. Vektorska funkcija ¥ = 7(t), definisana u nekoj okolini
tacke tg, je neprekidna u tacki tg, ako je

lim 7(t) = 7(to).

t—)to

Vektorska funkcija # = 7(t) je neprekidna ako je neprekidna u svakoj tacki
oblasti definisanosti.

Ako je vektorska funkcija 7 = 7(t), data u obliku 7 = 2(t)i +y(t)j + (),
lako se dokazuje, da je neprekidna onda i samo onda ako su neprekidne
funkcije x(t),y(t), z(t). Prema datim svojstvima limesa vektorske funkcije,
takodje se lako dokazuje, da je za dve neprekidne vektorske funkcije,
neprekidna funkcija koja je, suma, skalarni i vektorski proisvod kao i funkcija
koja je proizvod neprekidne skalarne i neprekidne vektorske funkcije.

1.2. Izvod i diferencijal vektorske funkcije,
visi izvodi i diferencijali. Tejlorova formula

1.2.1. Definicija. Neka je vektorska funkcija = 7(¢) definisana u nekoj
okolini tacke tg. Ako egzistira limes

lim ’r_"(to + At) — 7’_‘)(150)7
At—0 At

onda se on naziva prvim izvodom date vektorske funkcije u tacki ¢g i oznacava
se sa 7' (tg). Vektor 7(to + At) — 7#(to) je prirastaj vektorske funkcije 7= 7(t)
u tacki to 1 oznacava se sa AfT.

Pravac vektora 7/ (tg) je tangenta hodografa u tacki M (x(to), y(to), 2(to)),
smer odgovara raSéenju argumenta ¢, a modul je

i A7
m |—.
At—0 | At

Vektorska funkcija 7 = (z(t), y(t), 2(t)), definisana u nekoj okolini tacke
to, ima prvi izvod u tacki ¢ty onda i samo onda ako u ovoj tacki imaju prve
izvode funkcije x(t), y(t), z(t) i pri tome je

7' (to) = (¢’ (o), y' (t0), 2’ (t0)),

7 (t0)] = \/2(to) + v/ (t0) + 2" (to). (3)
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1.2.2. Definicija. Vektorska funkcija ¥ = 7(t), definisana u nekoj okolini
tacke tg, naziva se diferencijabilnom u toj tacki , ako je njen prirastaj 7(to +
At) — 7(tg) dat formulom

AF = @At + & At)At, (4)

pri cemu je
lim €(At) =0.
At—0
Linearna vektorska funkcija @¢At naziva se diferencijalom vektorske funkcije
7(t) u tacki to i oznacava se sa dif = @At :
A7 = dF + €(At)At. (5)

Iz formule (5) predhodne definicije, neposredno se primecéuje, da je svaka

diferencijabilna vektorska funkcija neprekidna. Sta vise, vektorska funkcija
7(t) ima prvi izvod u tacki ¢ty onda i samo onda ako je diferencijabilna u
tacki to.

1.2.3. Teorema. Neka su @(t), b(t), f(t) neprekidne, diferencija-
bilne funkcije argumenta t. Tada je

19 [a(t) £ (1)) = a'(t) £ (1),

20 [f(Haw) = f'(t)at) + f( )a'(t),

30 [a(t) - b(t)) = a'(t) - b(t) +a(t) - U (1),
40 [a(t) x b(t)) = a/(t) x b(t) +a(t) x b/(2),

50 alf (1)) = a[F(H)F'(t).

60 Ako je 7 = () konstanta ( prirastaj 7(to + At) — #(t) = 0), onda je

Dokaz. Ovde se daje dokaz svojstva 3°, preostala svojstva, dokazuju
se analogno postupku koji se daje u matematickoj analizi. Prema definiciji
izvoda

T 5 At
bAG + @Ab + AGAb
t=to At
L AG Ab Ab
= btll)r?o At +ad lgn0 At + hiﬂo Aatlimo A
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Kako je
Ad ., .. Ab -,
MR Ar T ATl

a zbog neprekidnosti funkcije d(t) je

pa je

1.2.4. Posledica. Neposrednom primenom svojstva 2°,3% i 6 moze se
zakljuciti da :

(a) Ako je 7(t) vektor konstantnog pravca, onda je on kolinearan sa izvod-
nim vektorom 7’ (t).

(b) Ako je 7(t) vektor konstantnog intenziteta, onda su vektori 7(¢) i 7' (¢)
uzajamno ortogonalni.

(¢) Izvod vektorske funkcije 7(t) = r(t)7o(t), (7o = ortr) je razlozen

u dve komponente i to: (‘ji:) 70, komponentu kolinearnu sa vektorom 7 i

r (%0), komponentu normalnu na nosacu tog vektora.

(d) Ako je jedini¢ni vektor d@y vektorska funkcija skalarnog argumenta ¢,
tj. do = do(t), njegov hodograf je sadrzan na sferi polupre¢nika 1. Osim
toga,

|do(t + At)| = |do(t)].

Zato je AOMN (0(0,0,0), M(do(t)), N(do(t+ At))) ravnokrak. Prirastaj
—
vektorske funkcije do(t) je Adg(t) = MN. Neka je Aa ugao izmedju duzi

OM i ON, posto je OM =1, |Ady(t)| = |MN| = 2sin &2, Na osnovu toga
je

= lim = lim

’ day ’ |Adg| .. 2sin AQO‘ . sin % . Aa  da
im — = —.
At—>0 At At—>0 At At—0 % At—0 At dt

Izvod d“ predstavlja ugaonu brzinu rotacije vektora @y(t). Dakle, modul
1zvoda ]edzmcnog vektora jednak je ugaonoj brzini rotacije tog vektora.

Uopste, ovaj izvod nije jedini¢ni vektor. On ¢ée biti jedini¢ni vektor samo

tada, ako je ¢ d—a = 1.

1.2.5. Teorema. Neka su a(t), g(t) diferencijabilne vektorske funkcije.
Tada je:
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10 d[a@(t) + b(t)] = da(t) + db(t),

20 d(a-b)=b-da+a-db,

30 d(axb) = (da x b) + (a x db),

40 d[f(t)ak)] = [df®)]at) + f(t)[da(t)] gde je f(t) diferencijabilna

skalarna funkcija.

Dokaz ove teoreme izvodi se direktnom primenom definicije diferencijala
koja je data formulom (4).

Na isti nac¢in, kao kod skalarnih funkcija, definisu se pojmovi visih izvoda
vektorske funkcije 7(t) u tacki to drugog 7" (to), treceg 7" (to), . . . i,
uopste, n- tog izvoda (") (ty). Na isti nacin se, takodje, uvode pojmovi visih
diferencijala: drugog d*7(t), treéeg d>#(t), . . . i, uopste n- tog diferencijala
d"7(t). Pri tome vaze formule

d"i(t) = 7™ (to)dt™ (n € N),
odnosno
d™r(t)
dtn
Inace, slicno kao kod skalarnih funkcija, dokazuje se da iz egzistencije

7+ (¢) u nekoj okolini tacke to ( to je otvoreni interval koji sadrzi tacku
to ) sledi ta¢nost Tejlorove formule:

7 (tg) =

(n e N).

1) = 32 T oyt ettt
k=0

gde €(t) — 0, kada t — to.

Ova formula neposredno sledi iz razvijanja po Tejlorovoj formuli koordinat-
nih funkcija (), y(t), z(t).

1.3. Integral vektorske funkcije

Neodredjeni i odredjeni integral vektorske funkcije definiSe se takodje po
analogiji sa neodredjenim i odredjenim integralom skalarne funkcije.

1.3.1. Definicija. Neka je vektorska funkcija 7(¢) definisana na intervalu
(a,b). Funkcija R(t) je primitivna funkeija funkcije 7(t) na intervalu (a, b)
ako je

dR(t)

vt € (a,b) : = 7(t).
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Ako je R(t) primitivna funkcija za 7(¢) onda je R(t) + C gde je C
proizvoljna vektorska konstanta takodje primitivna funkcija za 7(t) (svojstvo
6° u 1.2.3. Teoremi).

1.3.2. Definicija. Skup svih primitivnih funkcija ﬁ(t) + C naziva se
neodredjenim integralom funkcije 7(t) i oznacava sa [ 7(t)dt, tj. pise se

/ 7(t)dt = {R(t) + C}.

To se, medjutim, zapisuje, jednostavnije, u obliku

Bududi da je 7= (x(t), y(t), z(t)), izracunavanje neodredjenog vektorskog
integrala svodi se na izracunavanje skalarnih integrala oblika

/ (t)dt, / y()dt, / (1) dt.

Lako se dokazuje da neodredjeni integral ima sledeca svojstva :

(1) d [ / F(t)dt} = 7(t)dt,

3) Wk # 0 / kF()de] = k / F(b)dt,

(4) / [71(6) = 7 (8)]dt = / 7 (8)dt + / o () dt.
Iz poslednja dva svojstva sledi

4) Yk, ko / (171 () £ kot (£)]dt = iy / 7 (£)dt =+ ko / % (t)dt.
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Definicija odredjenog integrala u Rimanovom smislu za vektorsku funkciju
7 = (z(t),y(t), 2(t)), na segmentu [a,b] identicna je definiciji integrala za
skalarne funkcije jedne promenljive. U stvari egzistencija odredjenog vek-
torskog integrala svodi se na egzistenciju integrala funkcija x(t),y(t), z(t),
koje predstavljaju projekcije vektora 7(t) na koordinatne ose.

Neka je 7(t) ogranicena funkcija argumenta t na segmentu [a, b] i neka se
ostvari proizvoljna podela ovog segmenta na n delova tackama

a=to<t1<...<t,=0b

na segmente o; = [t;_1,t;]. Tada se za proizvoljno 7; € o; i proizvoljnu
podelu segmenta [a, b] moze formirati integralna suma

n

52 ZF(Tz)(tz — ti—l)-

=1

1.3.3. Definicija. Ako postoji grani¢na suma kad broj n neograni¢eno
raste, pri ¢emu najveéi od segmenata o; tezi nuli i to za proizvoljnu podelu
segmenta [a, b], tada se ova grani¢na vrednost naziva odredjenim integralom
funkcije 7(¢) u granicama od a do b i oznacava se simbolicki

b

Tim S Fr)(t— i) = / Ft)dt,
=1

a

pri ¢emu max|t; — t;—1| — 0.
Prema formuli (1) lako se dokazuje da je vektorska funkcija

7= (z(t),y(t), 2(t)),

integrabilna na segmentu [a, b] onda i samo onda ako su funkcije

(1), y(t), (1),

integrabilne na ovom segmentu.

Svojstva odredjenog vektorskog integrala analogna su svojstvima odred-
jenog integrala skalarne funkcije jedne promenljive.

Ako je R(t) primitivna funkeija od #(t), tada i ovde vazi Njutn-Lajbnicova
formula

b
/ oyt = B’ = Bb) — Rla).
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1.3.4. Primer. Naéi

T

/ 71 () x ()],

0

ako je
7 (t) = ti + costy + sin tk,

() = costi +t] — sin tk.
Resenje: Kako je

- - -

i j k
71(t) x /() =| t cost sint |=
cost t —sint

= —(smtcost + ¢sin ;—1— sint + sint cos j—l— — Cos _’,
intcost -+ tsint tsint tcost t2 2k

to je

= —f/(sintcost + tsint)dt
0

+j/(tsint+sintcost)dt ¢
0

+ E/(t2 —cos? t)dt =
0

3

—.'_’_ —.*+ ™ 7T E
=-—Ti+T — — = | k.
T3 T2
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1.4. Vektorske funkcije vise promenljivih

1.4.1. Definicija. Vektorska funkcija n-promenljivih je svako jed-
nozna¢no preslikavanje ¥ : T — F sa skupa T" C E™ u skup vektora F,
a Sto se simbolicki oznacava sa

—

F=7(T) < 7F=7(t1,... ,tn).
Ovde se ograni¢avamo na skup E C E? pa je
Ftr, .. tn) =a(t, ... tn)i+y(te, .o )]+ 2(t1, ... to)k.  (6)

To znaéi da se definicija pojma vektorske funkcije 7= 7(t1,... ,t,) moze
svesti na definiciju pojma tri skalarne funkcije n- promenljivih.

Hodograf vektorske funkcije n- promenljivih definiSe se na isti nacin kao
i za vektorsku funkciju jedne skalarne promenljive. Razume se, prema
formuli (6), da se grani¢na vrednost i neprekidnost vektorse funkcije n
promenljivih, definisu preko grani¢ne vrdnosti i neprekidnosti funkcija
.%'(tl, N ,tn),y(tl, N ,tn) i Z(tl, NN ,tn)

1.4.2. Definicija. Ako se u vektorskoj funkeciji 7= 7(t1,... ,t,) n —1
argumenata ti,...,t;—1,%+1,...t, fiksiraju, a argumentu ¢; da prirastaj
At;, tada se grani¢na vrednost koli¢nika prirastaja

i F(tl, . ,tifl,ti + Ati,ti+1, .. .tn) — F(tl, e ,tifl,ti,tzqu, .. .tn)
im

At;—0 Atl

_or

Ot

naziva parcijalnim izvodam prvog reda vektorske funkcije 7 po argumentu
t;.

or o : I
Poso je — vektorska funkcija istih argumenata, i ovde se mogu definisati
i
parcijalni izvodi
0*F 0% 037 037

o2’ otot; Ot;ot;0t, a3’

Neka je 7= 7(T) = 7(t1, ... ,t,) vektorska funkcija tacke T'(t1,... ,t,) i
neka je A(aq,... ,a,) data tacka prostora E™. Prirastaj funkcije 7 je

AF = #(T) — (A)
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t].
A7

F(tl, ‘e ,tn) - ’F(Cbl, ‘e ,CLn).
1.4.3. Definicija. Funkcija 7= 7(T') je diferencijabilna u tacki A ako se
njen prirastaj moze prikazati u obliku
AT =p1(t1 —a1) + ... + Dn(tn —an) +J(T)p(T, A),

gde je p(T, A) rastojanje izmedju tacaka T i A, a J(T) je neprekidna vek-
torska funkcija u tacki A koja je jednaka nuli u toj tacki, tj.

711_1>nAcu(T) =w(A)=0.
1.4.4. Definicija. Diferencijalom vektorske funkcije 7 = #(T") u tacki

A naziva se linearni deo po priratajima argumenata At; = h; = t; —a; u
izrazu za prirastaj A, i oznacava se sa

di(T, A) =Y pilti — a;).
=1

Ako se fiksiraju vrdnosti argumenata tq,... ,t;—1,%4+1,...t, , a menja se
samo argument ¢;, tada je

p(T,A) = /(i — a;)* = [t; — ail,
pa ¢e izraz za prirastaj funkcije dobiti oblik
AF =7(a1, o i1yt Qig 1y e e e 3 Q) — T(A1y ooy Qi1 Ay i1y -+ - Q)
= Di(ti — a;) + S(T)|t; — ail.
Odavde izlzi

= p; £d;(T),
Ar, = PiEa(T)

pa je
AVE or
lim — =p; + lim &;(T p; = —.
b0 A, i TI—I?A%( )= pi ot;
Na osnovu toga izraz za diferencijal di* dobija oblik
n
or

a1, A) =S8
i—1 ot;

dt;.

koji se naziva jos i totalnim diferencijalom funkcije 7, dok se izrazi
or
ot;

nazivaju parcijalnim diferencijalima.

dti (221,,n)
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2. ELEMENTI KRIVIH | POVRSI | PROSTORU

2.1. Pojam krive, duzina luka, prirodni trijedar
krivina i torzija

Neka je zadato preslikavanje
r(t) = (@(t),y(t),2(t), a<t<b, (7)

nekog odsecka [a, b] u prostor E3. Ako su funkcije z(t), y(t), z(t) neprekidne
na odsecku [a, b], preslikavanje (7) naziva se neprekidnim . Sa 7(t) oznaci-
¢emo radius vektor sa pocetkom u koordinatnom pocetku i krajem u tacki
7(t). Ranije smo videli da je preslikavanje 7(¢) neprekidno onda i samo onda
ako je neprekidna vektor funkcija 7(t).

2.1.1. Definicija. Neprekidno preslikavanje r(¢) segmrnta [a, b] u prostor
E3 je ekvivalentno sa neprekidnim preslikvanjem p(7) segmenta [a, 8] u isti
prostor, ako egzistira neprekidna strogo monotona funkcija t = ¢(7) koja
segment [, 3] preslikava na segment [a, b] i za svako 7 € [, (] vazi jednakost

r(e(T)) = p(7). (8)

Funkcija ¢(7) naziva se dopustivim preslikavanjem ekvivalencije preslika-
vanja r(t) i p(1).

Ako je neprekidno preslikavanje 7(t), a <t < b, segmenta [a, b u prostor

E3 ekvivalentno sa neprekidnim preslikavanjen p(7),a < 7 < 3, segmenta
[a, B] u E3 simbolicki zapisujemo sa

r(t) ~ p(r):
Neposredno se proverava da je ~ relacija ekvivalencije u skupu neprekid-

nih preslikavanja zadatih relacijom (7).

Na osnovu relacije (8) sledi da su skupovi koji su slike u E® ekvivalentnih
neprekidnih preslikavanja r(¢), a <t < bi p(7),a < 7 < 3, odsecaka
[a,b] i [, ] medjusobno jednaki. Na primer, r(t) = (cost,sint); 7 <t <
34 p(r) = (ﬁ,ﬁ; —1 < 7 < 1; 7 = tant su dva ekvivalentna
neprekidna preslikavanja.

2.1.2. Definicija. Svaki skup I' neprekidnih ekvivalentnih preslikavanja
r(t) segmenta (odsecka) [a,b] u prostor E3 naziva se parametarski zadata
kriva :

F={r(t):a<t<b}

= {(z(?),y(?),2(t) :a <t < b}
={7(t) : a <t < b}.
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Svako iz klase ekvivalencije izabrano preslikavanje naziva se predstavijan-
jem te Krive.

Ako su funkcije x(t),y(t), 2(t), nekog predstavljanja krive, neprekidno
diferencijabilne na odsecku [a,b] kaze se da je kriva neprekidno diferenci-
jabilna. Ukoliko je jos i izvod #(t) = o/ (t)i + v/ (t)] + 2'(t)k # 0,t € [a, b]
kriva je glatka.

Totalna uredjenost brojeva na odsecku [a,b] pomocu datog fiksiranog
predstavljanja r(t) krive I' = {r(¢t)|a < ¢t < b}, daje moguénost za uvOdjenje
sasvim prirodnog poretka medju tackama date krive. Tacka r(t') € T je
ispred tacke r(t"”) € T" ako je a <t/ <t < b (videti sliku 2).

Slika 2

Ako se zeli da ovakav poredak medju tackama krive bude zadrzan i za neko
drugo predstavljanja krive potrebno je da funkvija ¢(7), dopustive transfor-
macije parametara iz 2.1.1. Definicije, bude strogo monotono rastuca.

2.1.3. Definicija. Kriva I', definisana klasom ekvivalentnih neprekid-
nih preslikavanja odsecka u prostor E3, za koja su dopustive transformacije
parametara strogo monotono rastuce neprekidne funkcije, naziva se orjenti-
sanom krivom.

2.1.4. Definicija. Neka je I' = {r(t) : a < ¢t < b} orjentisana kriva
it = t(7) strogo monotono opadajuéa funkcija sa odsecka [, ] na [a,d]
za koju je t(a) = b, t(B) = a. Kriva, definisana predstavljanjem r =
r(t(7)), o < 7 < [3, naziva se kriva suprotno orjentisana od krive I' i oznacava
se I'".

U daljem tekstu posmatrac¢emo neprekidne krive

I'={(z(®),y(1),2(t)) : t € [a, 0]} (9)

sa svojstvom da M; — My (po krivoj I') < t1 — to, gde ¢ i t1 oznacavaju
vrednosti parametra ¢t koje odgovaraju tackama My i M.

Luk neke neprekidne krive (9), sa krajnjim tackama A i B, oznac¢i¢emo sa

AB. Pretpostavimo da tackama A i B odgovaraju vrednosti a i b parametra
t, kao i da se luk AB tretiran kao prostorna kriva, moze predstaviti u obliku

(9)-

Neka su A = Ag, A1,...,A, = B tacke na luku AB kojima odgovaraju
vednosti parametra t

a=tyg<t; <...<t,=0.
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Oznaciéemo sa AB izlomljenu liniju sastavljenu od duzi

AoAr, A1Ar, .. An Ay,
tj. stavimo
AB = | ) A1 AL
k=1

Ako sa s(Ak_1Ag) i S(ZE) ozna¢imo duzine duzi Ag_1 Ay i izlomljene linije

AB, imamo
n

8(@) = Z S(Ak_lAk>.
k=1

2.1.5. Definicija. Ako egzistira (kona¢na) grani¢na vrednost

li AB 1
maa:lAIgcﬁOS( ) ( O)
(gde je Aty =ty —ty—1, k€ {1,...,n})1ne zavisi od izbora tacaka ty,

ke {l,...,n— 1} onda se kaze da je luk AB ispravljiv (rektifikabilan) i da
je limes (10) njegova duzina.

Duzinu luka AB, ukoliko postoji, oznacava¢emo sa s(AB). Pri tome,
imamo

s(AB)= lim s(AB),

max At —0
gde se podela segmenta [a, b] tackama t1, ta, ... ,t,—1 moze vrsiti na proizvol-
jan nacin.
2.1.6. Teorema. Neka su funkcije x(t),y(t),z(t) zajedno sa svojim

izvodima z'(t),y'(t), 2’ (t) neprekidne na segmentu [a,b]. Tada je luk AB
ispravljiv i njegova duzina izracunava se po formuli :

b
S(AB) = / Var2(0) + y2(0) + (bt

Dokaz. Kako tackama Ax, k € {0,1,...,n} odgovaraju vrednosti
parametara tx, k € {0,1,...,n}, to se duzina duzi Aj_; A ira¢unava po
formuli

s(Ar1Ar) = Vz(te) — o(te-1)] + [y(te) — y(ta—1)] + [2(te) — 2(te—1)]*.
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Primenom Lagranzove formule za funkcije (), y(t), z(t) na odsecku [tg_1, tg]

dobiée se )
x(ty) — x(th—1) = 2’ (&) Aty

pa je
ST AR) = o260 + y2(m) + 22 (Co) Ak

Zamenom ove vrednosti u (10), dobice se

S(AB) = S /e2(60) + 2 (m) + 22(Go) A,
k=1

pa je

lim s(AB)= lim Z\/x’Q(fk)+y’2(nk)+z’2(Ck)Atk.
k=1

max At —0 maxAt,—0

Prema poznatim teoremama o egzistenciji integrala (videti glavu Integrali)

poslednji limes je

b
L/V%%w+y%ﬂ+y%ﬂﬁ,

pa je

b
S(AB) = / Vo) + 20 + ()t

Napomena. Izraz ds = \/x’2(t) 12(t) 4 2"*(t)dt naziva se elementom
luka krive.
2.1.7. Primer. Izracunati duzinu luka krive

I' = {acost,asint, th 1t >0}

imedju ravni z =0iz= 1§ (a>0).
= a’.

Resenje: Kako je 22 + y? = a2, kriva I' lezi na cilindru 2?2 + y?
Presek krive I" sa ravni z = 0 je tacka A kojoj odgovara vrednost parametra
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t = 0, a presek krive I' sa rabni z = § je tacka B kojoj odgovara vrednost

parametra t = a(jednacina %tQ = § ima dva reSenja t = —1 it =1, ali zbog

uslova t > 0 t = —1 se iskljucuje). Kako je

2'(t) = —asint,
y'(t) = acost,
Z'(t) = at,

to je

S(AAB = / \/a2 sin?t + a2 cos? t + a2t2dt

a/\/1+t2dt ¢
0
= S[V2+In(1 + V2]

Posmatrajmo vektorsku jednac¢inu krive u prostoru u obliku

7= ls),

Slika 3

gde je s luk krive meren od jedne odredjene tacke krive. To je tzv.
prirodna jednacina krive u prostoru (videti sliku 3).

Radi boljeg razumevanja daljeg teksta korisno je uvesti sledeéu oznaku

dr - . s+ As) —7(s)
ds Alirgo As '

Modul vektora 7 iznosi

' |A7]
’d_ﬂ_ Mo As =1

Sto je posledica ekvivalentnosti infinitezimala |A7] i |As| kada As — 0.
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Posto vektor 7 ima pravac tangente na krivoj ¥ = 7(s) u tacki M (7(s)),
smer odredjen prema raScenju luka, a modul jednak jedinici moze se za-
kljuciti da izvod vektora polozaja tacke na krivoj 7 = #(s) po luku pred-
stavlja jedini¢ni vektor tangente na krivoj u tacki M. Dakle,

dr >
——r=i =
o ]
Vektor . .
- Lo dt d=r
ds ds?
naziva se vektorom krivine. Neka je ortK = 7, tj. K = |K|ii = |F|ii. Iz
jednakosti

—

Foi=1l e 1T.i{=0+=1-K=0 < t-n=0,

§ti znaci da je nosac¢ vektora K normalan na tangenti. Dakle, ovaj nosac
predstavlja jednu od normala krive u tacki M, koja se naziva glavnom nor-
malom. Vektor 7 je vektor glavne normale.

Modul vektora K, u oznaci
K = |K ‘ = ’FI?
naziva se fleksijom ili prvom krivinom krive u tacki M, a recipro¢na vrednost

1 1
P= "= = =
(K] |7

naziva se poluprecnikom fleksije ili poluprecnikom prve krivine u tacki M.
Prema ovim oznakama, razume se da je

K=Ki=—, K>0=p>0.

SRS

Jedini¢ni vektor L
=txmn,

S

koji sa vektorima t i 77 obrazuje pravougli trijedar desne orjentacije, ima za
nosa¢ pravu koja se naziva binomalom krive u tacki M.
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Trijedar jedini¢nih vektora ¢, 7, b sa pocetkom u tacki M krive 7 = 7(s)
naziva se prirodnim trijedrom (videti sliku 4).

Slika 4

Osnovne ravni prirodnog trijedra su:

1° Oskulatorna ravan tj. ravan odredjena tangentom i glavnom normalom,
20 Normalna ravan tj. ravan odredjena glavnom normalom i binormalom,
3% Rektifikaciona ravan tj. ravan odredjena tangentom i binormalom.

Vektor ~
L db =
T=—=0b

ds
naziva se vektorom torzije ili vektorom druge krivine.

Ako kriva lezi u ravni, tada je b= const, pa je

db
T=—=0,
ds
oskulatorna ravan krive poklapa se sa ravni koja je sadrzi.

Ako je kriva prostorna, vektor torzije 7 = % karakterise odstupanje krive

od njene oskulatorne ravni.
Diferenciranjem po luku slede¢ih jednakosti

Dakle, vektor 7 normalan je na vektorima ¢ i na b, znaci, on ima za nosac
pravu koja se poklapa sa glavnom normalom.

Ako uvedemo oznaku 7 = |7, onda je
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gde se znak + uzima ako su T i 7 istog smera, a znak - ako su suprotnog
smera.
Veli¢ina .
R=+—,
-

naziva se poluprecnikom torzije ili polupreénikom druge krivine. Posle ove
formulacije imamo

1_d
R ds’
a kako je
db - dn —»
:tx—n/\ﬁ:pK,
ds S
to je
1 dp—» — — 2 — d]’? —
—=p—(txK) - K tx — |- K

ali kako je (fx K)- K = 0, imamo

Kako je

jednakost kojom su vezani poluprecnici fleksije i torzije, ima oblik :

1 ot
—_ = — X .
7= (x0T
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2.2. Prelaz sa prirodnih na parametarske jednacine

Neka je jednacina krive data vektorskom jednacinom 7 = 7(¢) i neka je
t =t(§), pri cemu egzistira inverzna funkcija funkcije ¢(£), a osim toga neka
je t(€) triput diferencijabilna fukcija po £. Tada je

7(t) = 7(¢(€))-

Prva tri izvoda vektorske funkcije 7(¢(£)) po argumentu § imaju sledeée
vrednosti:

A7 dFdt
¢ dtde’

Pr PF(dt\? dF d2t
d€2_dt2<d§> dt dg?’

Pr_F (AN PP e
des — s \de At deZ de " dt ded

Ako se najpre prve dve jednakosti pomnoze medju sobom vektorski, a
zatim se dobijena jednakost pomnozi skalarno tre¢om, dobice se jednakosti

d¢ ~ dez \dt = dt? s )’
AN N AR AN LAY
d¢ = dg2 ) dg? - dt  dt? ) dt3 ¢ )’
ili u ekvivalentnom obliku
dr  d*7 3 dr  d*r 3
(i) o= (G < )
> 2= 3= > 2= 3 =
@Xﬂ A des = ﬁxﬂ T dt.
d¢ =~ dg? dg3 dt ~ dt? dt3

Prema tome, vektor odnosno skalar na desnim stranama u (12) invarijan-
tan je pri transformaciji argumenta ¢ na proizvoljni argument £, i obrnuto.

(11)

(12)

Ako se uzme da je £ = s, gde s oznacava luk, i zadrze uvedene oznake

. & . BF o dF ., &R, &BF o,
et e wt T w T awm T

ds? ds3 dt
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jednakosti (11) daju

e (13)
— =/ =21\ 2
e ](ds>
Iz 9 = |7 sledi da je % ‘1,‘, te jednakosti (13) postaju
=1
Pxie O ‘XF:“ (7' 7).
14
(._’x"”)”_: [(7’ XT’//)'F”/] ( )
FXT)TF =

|76

-

zb:Zxﬁsledidaje

g — —

Kb=txKi=tx K =7xT,

pa je

K = |Kb| = |rx 7],
a prema prvoj od jednakosti (14) imamo
L x|

K=-=
PR

Ovo je formula za izraCunavanje fleksije i poluprecnika fleksije, ako je
jednacina krive data u obliku 7 = 7(t), gde je t proizvoljni argument. Za-
menom p iz ove formule u

1 s
T = I = p?|(Fx )7,
nalazimo
‘ | 1 ‘(r X 17//)—’///|
TH=—=
|R)| |77 x 72

a to je obrazac za izracunavanje apsolutne vrednosti torzije i poluprecnika
torzije.
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2.3. Jednacine osnovnih ravni i pravaca prirodnog trijedra

19 Oskulatorna ravan i binormala. Neka je R vektor polozaja proizvoljne
tacke oskulatorne ravni odnosno binormale, 7 je vektor polozaja tacke M na
krivoj I' koja je zadata jednac¢inom

7= F(t) = f(a(t), y(t), (),

a b jedini¢ni vektor binormale. Prema dobro poznatim jedna¢inama ravni i
prave kroz datu tacku, vektorska jednacina oskulatorne ravni je

—

(R—7)-b=0,

a vektorska jenacina binormale
(R—7) xb=0.
20 Normalna ravan i tangenta. Vektorska jedna¢ina normalne ravni je
(R—7)-t=0,
a vektorska jenacina binormale
(R—7) xi=0,

gde je R vektor polozaja proizvoljne tacke normalne ravni odnosno tangente,
7 je vektor polozaja tacke M na krivoj I' koja je zadata jednac¢inom

7 =7(t) = F(x(t),y(t), 2(t)),

a t jedini¢ni vektor tangente.

3% Rektifikaciona ravan i glavna normala. Vektorska jednacina rektifika-
cione ravni je je

(R—7) =0,
a vektorska jenacina binormale
(R—7) xit=0.

Citaocu se prepusta da izvede odgovarajuce skalarne jednacine u sva tri
slucaja.
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2.3.1. Primer. Nadi jedini¢ne vektore tngente, normale i binormale za
krivu = . ~
7= (cost +sin®t)i 4+ sint(1 — cost)j — costk

u tacki M u kojoj je t = 7 i napisati u istoj tacki jednacine normalne,

oskulatorne i rektifikacione ravni.
Resenje: Kako je
7 = (—sint + sin2t)i + (cost — cos 2t)j + sin tk,
7 = (= cost + 2cos 2t)i + (2sin 2t — sint)j + cos tk,
to je u tacki A jedini¢ni vektor tangente
7(A) ik
(A V3

Jediniéni vektor b u pravcu binormale u tacki A je

f=

x4k

7 x4

Vektor 77 u pravcu glavne normale je

b

—5i—4j — k
Va2

Kako tacka A ima koordinate (1,1,0) to su jedna¢ine normalne oskulatorne
i rektifikacione ravni respektivno

—rz+y+2z=0,
rT—2y+32+1=0,
—bxr—4y—24+9=0.4

A=bxt=

Vezbe.

19 Naéi radius krivine za z = acos®t,y = asin®t,z = acos2t. (R =
2 4 sin 2t)

20 Na¢i rastojanje od koordinatnog pocetka do tangente na krivu z2y = a*

3a3xg )
\/ z5+4ad
3% Ddokazati da su sve normale na krivu z = a(cost+tsint),y = a(sint—
t cost) podjednako udaljene od koordinatnog pocetka.

u tacki sa apscisom xg. (d =

49 Dokazati da povrsina trapeza obrazovanog sa tangentom na krivu
3ary = 3 + 2a3, ordinatom tacke dodira i koordinatnim osama ne zavisi od
izbora tacke dodira.
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2.4. Pojam povrsi, jednacine tangentne ravni i normale,
prva kvadratna forma

Neka je zadato preslikavanje

r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(w, v)), (u,v) € D, (15)
zatvorene oblasti D C E? u prostor E3.

Ako su funkcije x(u, v), y(u,v), z(u, v) neprekidne na D, preslikavanje (15)
naziva se neprekidnim . Sa 7(u,v) ozna¢i¢emo radius vektor sa krajem u tacki
r(u,v). Ranije smo videli da je preslikavanje r(u, v) neprekidno onda i samo
onda ako je neprekidna vektorska funkcija 7(u, v).

2.4.1. Definicija. Neprekidno preslikavanje f(u,v) zatvorene ravne
oblasti D u E3 je ekvivalentno sa neprekidnim preslikvanjem f; (u,v)
zatvorene ravne oblasti D; u isti prostor, ako egzistira homeomorfno pres-
likavanje F' sa D na D1, pri kojem unutrasnja tacka prelazi u unutrasnju, a
grani¢na tacka prelazi u grani¢nu, i za svaku tacku M € D vazi jednakost

fM) = f[F(M)], (16)
tj. f=fi1oF.

U tom slucaju preslikavanje F' naziva se dopustivim preslikavanjem ekvi-
valencije preslikavanja f i f1, a ¢injenicu da je preslikavanje f ekvivalentno
sa preslikavanjem f1 simbolicki zapisujemo sa

f~f.
Neposredno se proverava da je ~ relacija ekvivalencije u skupu neprekid-
nih preslikavanja zadatih relacijom (15).
Na osnovu relacije (16) sledi da su skupovi koji su slike u E3 ekvivalentnih
neprekidnih preslikavanja zatvorenih oblasti D i D1 medjusobno jednaki.

Napomena. Ovde treba istaé¢i da homeomorfizam izmedju zatvorenih
ravnih oblasti D i D ne preslikava unutrénju tacku u unutrasnju. Primera
radi, neka je D = {(u,v) : u? +v? <1}, a D1 = {(u,v) : 0 < u? + 0% < 1}.
Ovde je D = D, pa je identi¢no preslikavanje sa D na D; homeomorfizam.
Medjutim, tacka (0,0) je unutrasnja za D, a grni¢na za D;.

2.4.2. Definicija. Svaki skup neprekidnih, medjusobno ekvivalentnih,
preslikavanja r(u, v) zatvorene ravne oblastiD u prostor E? naziva se param-
etarski zadata povrs, u oznaci

S = {r(u,v) : (u,v) € D}
= {(z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) : (u,v) € D}
= {#(u,v) : (u,v) € D}.
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Svako iz klase ekvivalencije izabrano neprekidno preslikavanje r(u,u)
naziva se predstavljanjem parametarsi zadate povrsi S.

2.4.3. Definicija. Neka je S parametarski zadata povrs i r(u,v), (u,v) €
D neko njeno predstavljanje, D’ oblast sadrzana u D. Parametarski zadata.
povrs S, definisana predstavljanjem r(u,v)(u,v) € D’ naziva se podpovrs
povrsi S.

2.4.4. Definicija. Homeomorfizam F sa D C E? na D, C E? koji pres-
likava unutrasnje tacke u unutrasnje, a grani¢ne taCke u granic¢ne, za koji
su F'i F~! neprekidno diferencijabilne funkcije naziva se reqularno preslika-
vanje sa D na D.

Preslikavanje zatvorene oblasti D C E? u E? zadato relacijom (15)
je mneprekidno diferencijabilno ako je svaka koordinatna funkcija u (15)
neprekidno diferencijabilna.

Na potpuno isti nac¢in, kao u definiciji 2.4.1., moze se uvesti relacija ekvi-
valencije na skupu neprekidno diferencijabilnih preslikavanja zatvorene olasti
D C E? u E3 pri éemu je F regularno preslikavanje sa D na D;.

Analogno definiciji 2.4.2., uvodi se pojam parametarski zadate neprekidno
diferencijabilne povrsi S. U daljim razmatranjima bi¢e potrebe za korisce-
njem ovakvih povrsi.

Pored pojma parametarski zadata povrs, ¢esto se koristi i pojam implic-
itno zadata povrs, a koji se ovako definise.

Ako je funkcija F(z,y, z) neprekidna u nekoj oblati sadrzanoj u E3, skup
svih tacaka (z,y, z) € E® takvih da je

F(UC,%Z) =0,

naziva se implicitno zadata povrs.
Na primer, funkcija F(x,y,2) = 2 + y* + 22 — 1 neprekidna je u E3, a
skup tacaka (x,y,2) € E3 takvih da je

a:2+y2+22:1,

je sfera poluprecnika 1 sa centrom u koordinatnom pocetku.
Neka je B
S = {r(u,v) : (u,v) € D}, (17)

neprekidno diferencijabilna povrs. Moze se lako zakljuciti da je presek svake
prave tipa u = ug ili v = vy sa zatvorenom oblasti D jedan odsecak ili je
prazan skup. Neka je, na primer, presek D sa pravom v = vy neprazan skup.
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Tada, prema definiciji 1.1.2., skup svih tacaka iz E® koje su krajnje tacke
vektora o
7 =7(u,v9), (u,v9) €D

prdstavlja neku neprekidno diferencijabilnu krivu koja se naziva koordinatna
linija (u -linija). Vektor

. or
Ty = % = (xuva7Zu)

naziva se tangentnim vektorom. Analogno se definiSe druga koordinatna
linija (v - lingja) svojim predstavljanjem

F:F(Uo,l}), (Uo,’U) €D
i tangentnim vektorom

L or

Ty = 37-= ($v7yv,2v)

ov

2.4.5. Definicija. Za tacku r(u,v) povrsi (17) u kojoj su vektori 7, 7,
linearno nezavisni kaze se da je reqularna. Ako su vektori 7,7, kolinearni
(linearno zavisni) tacka r(u,v) povrsi (17) je singularna tacka povrsi pri
datom predstavljanju.

Neka je povrs predstavljena sa (17) neprekidno diferencijabilna i neka je
tacka r(up,vp), regularna tacka ove povrsi. Proizvoljna kriva sa povrsi je
neprekidno diferencijabilna i ima prdstavljanje u obliku

r(u,v) = rlu(t),v(t)], (u(t),v(t)) € Dya <t <b,

1
(u, ) = u(t), o(t)], (u(t), o(t)) € D, < ¢ <, (18)
pri éemu je [u/(£)]2 + [v/(¢)]? > 0, (u(t),v(t)) € D,a <t <b.
Duferenciranjem druge jednakosti u (18) dobice se
dr = 7y du + Tpdv = Fu’ (8)dt + 7,0 (t)dE. (19)

Posto je tacka r(up,vo) povrsi (17) regularna, vektor dif je ima pravac tan-
gente na krivoj predstavljenoj sa (18). Sta vige, iz jednakosti (19) sledi da u
tacki r(uo, vo) povrsi (17), tangenta na proizvoljnoj krivoj (18) sa te povrsi,
koja prolazi kroz tacku r(ug,vg), lezi u ravni vektora 7%, (ug, vo) 1 7 (ug, vo)-

2.4.6. Definicija. Ravan koja sadrzi tacku r(ug, vg) povrsi (17), u kojoj
leze sve tangente na krivim (18), koje prolaze kroz ovu tacku, naziva se
tangentna ravan povrsi u datoj tacki. Tacka r(ug,vg) povrsi (17) naziva
tackom dodira (videti sliku 5).
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Slika 5

Neka je tacka r(ug,vg) povrsi (17) regularna i neka je 7 vektor polozaja
proizvoljne tacke tangentne ravni koja prolazi kroz tacku r(ug,vp), a 7o
vektor polozaja dodirne tacke. Tada su vektori 7 — 7, 7, 7, komplanarni pa
je njihov mesoviti proizvod jednak nuli t;.

[F_ FOv FU7FU] = 07

Sto predstavlja vektorsku jednacinu tangentne ravni u tacki dodira povrsi
(17).

Ako je T = (SC, Y, Z)a 7o = (IO, Yo, ZO)a Tu = (xuv Yu, Zu)7 Ty = (J:U, Yo, ZU)7
jednacina tangentne ravni ima skalarni oblik

T—%o Y—Yo ~<Z—%20
Ty Yy, Zu =0.
m’U y’U 'Z’U

U slucaju eksplicitno zadate povrsi

z= f(z,9),(z,y) € D,
imamo da je u = x,v =y, pa je

muzl,yu:O,zu:fx,
Ty =0,y, = 1azv:fy7

pa jednacina tangentne ravani u ovom slucaju ima oblik

T—To Y—Y =2— %0
1 0 fo | =0,
0 1 fy

a posle razvijanja determinante po elementima prve vrste jednacina tan-
gentne ravni postaje

z—z0=(x —xo)fs+ (y— yo)fy,

gde su fg, f, parcijalni izvodi f;(x,y) i fy(x,y) u tacki (zo,yo).
U sluc¢aju implicitno zadate povrsi jednakoséu

F(x,y,z) =0,
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gde je F(z,y,z) neprekidno diferencijabilna funkcija u nekoj okolini tacke
(0, Y0, 20) 1 pri tome je u ovoj tacki Ff—FFyQ—FFZQ > 0 (videti u uvodnoj glavi
uslove teoreme o egzistenciji neprekidno diferencijabilne implicitno zadate
funkcije), tada jednacina tangentne ravni u tacki (xg, yo, 20) ima oblik

(x —20)Fy + (y — yo)Fy + (2 — 20) F. = 0,

gde su F,, F,, F, vrednosti parcijalnih izvoda u tacki (zo, yo, 20)-

2.4.7. Definicija. Prava koja prolazi kroz tacku dodira povrsi i tan-
gentne ravni i normalna je na tangentnij ravni naziva se normala na povrsi
u datoj tacki.

Svaki nenula vektor koji prolazi kroz datu tacku povrsi i koji je kolinearan
sa normalom na povrsi naziva se normalnim vektorom povrsi u datoj tacki.

Opsta jednacina normale na povrsi u tacki (xg, yo, 20) ima oblik

L—To _ Y—Y = F— %0
yu Zu Z’LL xu x’u yu
yU ZU ZU a:.’l) x’U yU

U slucaju eksplicitno zadate povrsi

o fy

a u sluc¢aju implicitno zadate povrsi

xr — %o :y*y) _*F"*0
F, F, F,

2.4.8. Definicija. Neprekidno diferencijabilna povrs koja ne sadrzi sin-
gularne tacke naziva se glatka povrs.

Neka je 7= 7(u,v), (u,v) € D neko predstavljanje glatke povrsi. Vektori
7w 1 7, u proizvoljnoj tacKi ove povrsi ¢ine vektorsku bazu za tangentnu
ravan sa taCkom dodira u toj tacki. Ako sa dr oznac¢imo vektor koji lezi
u tangentnoj ravni, a sa du i dv njegove koordinatae u odnosu na bazne
vektore 7, i 7, razume se da je

dr = 7, du + 7,dv.
Kvadrat intenziteta vektora d7 iznosi

|di1? = (Fudu + 7ydv)? = (7)) (du)? 4 27,7 du.dv + (7)) (dv)?.
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Uvedimo oznake

E
F = F’U,FU = Ty Ty + YuYo T 2uv
G = () = (2)? + (1u)* + ()%,

pa je tada

|di? = (Fydu + 7pdv)? = E(du)? + 2Fdu.dv + G(dv)?.

2.4.9. Definicija. Kvadratna forma E(du)? + 2Fdu.dv + G(dv)? naziva
se prva kvadratna forma povrsi.

2.5. Izracunavanje duzine luka krivih sa povrsi
i ugla izmedju ovih krivih. Povrsina povrsi

Uoc¢imo neprekidno diferencijabilnu krivu sa povrsi koja je predstavljena
na jedan od slede¢a dva nacina

r(u,v) = rlu(t),v(t)], (u(t),v(t)) € D,a <t <b,
u,v) = Tu(t),v(t)], (u(t),v(t)) € D,a <t <b,

pri éemu je [u/(t)]% + [v/(t)]* > 0, (u(t),v(t)) € D,a <t < b. Ranije smo
dokazali da je ds = |dF], pa je

ds® = |di]* = (dF)? = E(du)* + 2Fdu.dv + G(dv)?,

prema tome

ds du\? du dv dv\ 2
dt_ﬁ(dt) coptilt (1)

Na ovaj na¢in, duzina luka L krive (18), izracunava se po formuli

b
du\? du dv dv\ 2
L= E| — 2F — — — .
[p () vortete ()
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2.5.1. Definicija. Neka se dve krive sa povrsi presecaju u nekoj tacki.
Ugao izmedju ove dve krive jeste ugao izmedju njihovih tangenti u tacki
preseka.

Neka dve glatke krive, koje leze na datoj povrsi, imaju preseénu tacku.
Diferencijale njihovog predstavljanja u toj tacki oznacimo sa dr'i 67, a njihove
koeficijente razlaganja po vektorima 7, i 7, sa du,dv za dr i du,dv za 7.
Tada je

—

dr' = 7ydu + Tydv,
OF = Ty, 0u + Tpou.

Ako ¢ oznacava ugao medju krivim, tj. medju vektorima dr i J7, prema
poznatoj formuli imamo

A7
|dr[67]

Eduéu + F(duév + dvdu) + Gdvév
~ VE(du)? + 2Fdu.dv + G(dv)?\/E(6u)? + 2Féu.6v + G(0v)?

cosp =

Neka je
S = {r(u,v) : (u,v) € D},

neprekidno diferencijabilna glatka povrs, pri ¢emu se povrsina zatvorene

ravne oblasti D moze izracunati integracijom tj. konaCnom primenom
kvadratura. Prema ranije datim teoremama o egzistenciji viSestrukih in-
tegrala nije tesko zaljuciti da egzistira sledeéi integral

/ 17, x 7 |dudo. (20)
D

2.5.2. Definicija. Povrsina neprekidno diferencijabilne povrsi predstavl-
jene formulom S = {7(u,v) : (u,v) € D}, pri ¢emu je D kvadrabilan skup u
E? definiSe se integralom (20).

Za neposredno izraCunavanje povrsine neprekidno diferencijabilne glatke
povrsi koristi se sledeéa formula.

uS = // |7 X 7y |dudv.
D
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Medjutim, moze se dati joS jedna formula koja se Cesto primenjuje. Pred-
hodno se moramo podsetiti na neke ¢injenice iz vektorske algebre. Naime za

proizvoljna dva vektora a i b vaze formule

—

@ x b| = |a@||b] sin £(a, b),
@ b=|dl|b| cos £(a,b),

gde je A((;, l;) ugao izmedju vektora @ i b. Ako kvadriramo i medjusobno
saberemo ove dve jednakosti dobice se

@ x B> +|a- 5> = |a*|b]?
ili ekvivalentno . . .

@ x b = |af*[b]* —|a - b]*.
Neposrednom primenom poslednje formule na podintegralnu funkciju |7, X
7| u (20) bice

P X Tol2 = |Ful?[F0|? = |Fu - 7l? = EG — F?,

pa formula za izra¢unavanje povrsine ima oblik

wS = // V EG — F2dudv.
D

Izraz v EG — F2dudv ozna¢ava se simbolom dS:

dS =/ EG — F?dudv,

i naziva elementom povrsi. Koristeé¢i ovu oznaku predhodna formula ima jos

jedan oblik
uS = // ds.
D

2.5.3. Primer. Napisati jednac¢inu tangentne ravni i normale povrsi

T = acosusinwv,
S:Q y=asinusinv, (0<u<2m 0<v<m)

Z = acosv
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u tacki MO(%,O,—%).

ResSenje. Pretpostavimo a # 0. Vrednosti parametara u = ug, v = vy,
odgovarajucih uocenoj tacki My, dobijaju se iz sistema jednacina
o _ .
5 = acosusinv,
0 = asinusinw, 0<u<2m 0<v<m)
a

—% = aCOSv

Odatle dobijamo (proveriti) da tacki My odgovaraju vrednosti ug = 0, vg =
3% Kako u tacki (ug, vo) imamo:

/ a !/

r!, = —asinugsinvy = 0, y,, = acosugsinvy = —, 2, =0,
u 0 0 Y 0 0 /2
/ a / .
T, = @COSUYCOSVy = ——=, Y, = asinugcosvy = 0,
V2
) a
z, = —asinyy = ——,
V2
to je
a_ 0 2 0 0 0 a_ 2
A: \65 a :—a’B:'_a _a :O,C:‘ a \652&
V3 2 Vi TV s 2
Iz prethodnog sledi da je
a? a a® a
m:——(r——)+0y—0)+ —(2+ —=) =0,

odnosno m: 2z — z —ayv2 =0, i

odnosno

-1 1
jednacine tangentne ravni i normale nase povrsi S u uocenoj tacki My.4
Vezbe.
19 Dokazati da se linije (2a — 2)y? = 23 i (22 + 3?)? = b%(222 + y?) seku
pod pravim uglom.
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20 Dokazati da ravni koje tangiraju povrs

Ve+y+vz=m

odsecaju na koordinatnim osama odsecke ¢iji je zbir konstantan.
3% Dokazati da tangentne ravni povrsi

ryz =7
grade sa koordinatnim ravnima tetraedar konstntne zapremine.

49 Naéi kosinuse ugla koje gradi tangenta na krivu 22 +y? + 22 = a?,y =
max sa koordinatnim osama.



