6. KONVERZIA IZMEDU PREDSTAVLJANJA
SISTEMA OSNOVNIM DINAMICKIM
JEDNACINAMA | PREDSTAVLIANJA
PRENOSNOM FUNKCIJOM (MATRICOM)

6.1 ODREDIVANJE PRENOSNE MATRICE (PRENOSNE FUNKCIJE) I1Z
JEDNACINA STANJA | IZLAZA SISTEMA

Multivarijabilni linearni dinamicki sistem opisan je jednacinama

X(t)= Ax(t)+ Bu(t), (6.1)
y(t) = Cx(t) + Du(t). (6.2)

Nalazenjem Laplasove transformacije leve i desne strane jednacine (6.1) dobija
se algebarska jednacina, Cije je reSenje

X(s)=(sl,—A)"'x(0) + (s, — A)'BU(S). (6.3)
Laplasovom transformacijom jednacine (6.2) dobija se
Y(s)=CX(s) + DU(S). (6.4)
Zamenom X(S) iz (6.3), izraz (6.4) postaje
Y(s) = C(sl,—A)'x(0)+ C(sl,— A) 'BU(S) + DU(s). (6.5)

Uz pretpostavku da su pocetni uslovi jednaki nuli, sto je neophodan uslov za
odredivanje prenosne matrice (funkcije), relacija (6.5) postaje

Y(s)=C(sl,— A) 'BU(S) + DU(s). (6.6)
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Konacno, iz (6.6) dobija se prenosna matrica sistema

G(s)= %(s): C(sl,- A 'B+ D. (6.7)

Skalarni sistem opisan je jednacdinama
X(t)= Ax(t)+ bu(t), (6.8)
y(t) =c'x(t) + du(t), (6.9)

pa se na sli¢an nacin dobija njegova prenosna funkcija
G(s)=c'(sl,—A)'b+d. (6.10)

Matrica (SIn—A)_1 obeleZava se sa @(S) i predstavlja rezolventnu matri-cu
sistema

adj(sl,— A)
a(s)

gde je a(s)=det(sl,—A) karakteristi¢ni polinom sistema (odnosno matrice si-
stema A).

d(s)= (sl,— A '= (6.11)

}Primer 6.1. Multivarijabilni sistem je opisan sledeéim diferencijalnim je-
dnacinama:
Z.1 (t)+ 421 (t)_ 322 t= y, (t) ’
Z,(D)+ Z,(H)+ 7, (D) + 22,(1)= Uy (V).

Izborom veli¢ina z,(t),Z,(t),z,(t) za promenljive stanja i z,(t) i z,(t) za izlaze,
dobija se opis sistema u prostoru stanja

0o 1 0 00 Lo o
X(H)=| 0 —4 3 x®+| 1 0]u(t), y(t):{O 0 1}x(t).
-1 -1 =2 0 1

Karakteristi¢ni polinom matrice A je

s -1 0
a(s)= det(sl;— A)=det 0 s+4 -3 |=+ 65+ 1Is+3.
1 1 s+2

Iz (6.11) dobija se rezolventna matrica
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P4+ 65+ 11  s+2 3
®(s)= (sl,— A '= ! -3 s(s+2)  3s
a(s)
—(s+4) —(s+1) s(s+4)

Prenosna matrica sistema dobija se iz (6.7)

N N 1 [ s+2 3 } .
(8)= U(S)_ $+ 657+ 11s+ A —(s+ 1) s(s+4) [ il

6.2 ODREPIVANJE PRENOSNIH FUNKCIJA (PRENOSNE MATRICE)
SISTEMA SA POVRATNIM SPREGAMA PROMENUIVIH STANJA 12
OSNOVNIH DINAMICKIH JEDNACINA

Skalarni sistem automatskog upravljanja opisan jednacinama

X(H)= Ax(t)+ bu(t). (6.12)
y(t)=c'x(t), (6.13)
u(t)=K[r(t)—k'x(t)], (6.14)

moze se redukovati na dva ekvivalentna jednokonturna kola prikazana na
slikama 6.1(a) i (b).

R(S) + g EC o) Y(s) . R(S) + ~E(s Gu(s) Y(s) -
kTX(S) Hek(s) <
(a) (b)
Slika 6.1

U sistemu na slici 6.1(a), koji se naziva “H—ekvivalentnim” sistemom, pored
faktora pojacanja K i prenosne funkcije objekta upravljanja Gy(S) koja je poznata
ili je iz jednacine stanja i izlaza tek treba odrediti, figurise i nepoznata prenosna
funkcija He(S), koja se moZe odrediti na sledeci nacin:

k"X(s) k'X(s) k'®d(s)bU(s) k'®(s)b
Y(s) c'X(s) c'@(s)bU(s) c'@(s)b’

He ()= (6.15)
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Sistem na slici 6.1(b), koji se naziva “G—ekvivalentnim” sadrZzi samo
nepoznatu prenosnu funkciju Ge(s) u direktnoj grani kola. Uvodenjem po jedne
jedini¢ne pozitivne i negativne povratne sprege u blok-dijagram na slici 6.1(a), on
se transformise na oblik pokazan na slici 6.2.

e -
R(s ! u(s LOY(s
(S)+ . + + K (LGO(S) | ()>
_ L+ _ i
i T |
i k_X(s) Hu(S)ft— |
i - i
L L
- \Gek(s)
Slika 6.2
Iz ovog blok-dijagrama dobija se traZzena prenosna funkcija
Kc'd(s)b
G (S)= (5) (6.16)

1+ K(k— ¢)'®(s)b

Treba naglasiti da prenosne funkcije He(S) i Gex(S) nemaju fizicki smisao ali
se pomocu njih, svodenjem sistema na jednokonturno kolo, znatno olaksava
analiza i projektovanje sistema s povratnim spregama promenljivih stanja.

Sve prenosne funkcije karakteristi¢ne za ekvivalentna kola na slikama 6.1(a) i
(b) mogu se odrediti na slican nacin kako je to pokazano za He(S) i Ge(S), u
funkciji dve matrice:

e rezolventne matrice sistema @(S);
e rezolventne matrice zatvorenog sistema (sistema automatskog upravlja-nja)
adj(sl, - A+ Kbk)

@,(s)= (s, — A) '=(sl, - A+ KbkT) ' = S , (6.17)

gde je
a(s) =det(sl,— A+ Kbk") (6.18)

karakteristi¢ni polinom zatvorenog sistema (matrice A,).
Tako se dobija:
c'®,(s)b

Go(8)= '@ 1 Go(8)= T F o

(6.19)
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_ k'®(s)b _ k'®,(s)b
H,, ()= Tolsb i Hy (5)= Tob’ (6.20)
~ Kc'd(s)b » _ Kc'®,(s)b
G = k- ooeb | T Tk p 7Y
Y . Ke'@(sb Y g
R(s)— KK Db KKT®(5)b ili R(s)_ Kc @,(s)b. (6.22)

Za multivarijabilni sistem automatskog upravljanja opisan jednacinama

X(t)= AX(t)+ Bu(t), (6.23)
y(t) =Cx(t), (6.24)
u(t)=v(t) — Kx(t), (6.25)

prelaskom u kompleksni domen Laplasovom transformacijom dobija se pre-
nosna matrica zatvorenog sistema

%(s)= Co,(s)B. (6.26)
Pritome je

adj(sl ,— A+ BK)

®,(s)= (sl,— A+ BK) '= (6.27)
a(s)
rezolventna matrica zatvorenog multivarijabilnog sistema, a
ou(s) =det(sl,— A+ BK) (6.28)

karakteristicni polinom zatvorenog multivarijabilnog sistema (matrice A,).

6.3 PRENOSNE MATRICE JEDNOG TIPICNOG MULTIVARIJABILNOG
SISTEMA AUTOMATSKOG UPRAVLJANJA SA DVA ULAZA | DVA
IZLAZA

Multivarijabilni sistem automatskog upravljanja predstavljen je blok-dijagra-
mima na slikama 6.3(a) i (b), gde je:

R(S)=[R1(S) RZ(S)]T — vektor referentnih veli¢ina;

E(s)=[E,(5) E,(s)]" — vektor gretke;
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Us)=[U,(s) U,
Y(5)=[Yi(s) V(o)

G(S)—[G“(S) GIZ(S)}
- Gy (s) Gy(9)

G 11 (9) GrlZ(S):|
Gy () Gypn(9)

— + + Yi(s
R‘(Sllé E® Genn(s) |— ghts G —> —»—1(>)
+ + +
T Gr12(S) T Gi2(S)
»1Gni(S) Gi(9)
Yy (s
RZ(SL 210) l PG 22(S) —>+ G1a(s) —F%—W—Z(F)
+% + U,(s) +

Gr (S):|:

R(s) +

i

E U(s Y(s
SN ey BCUI g ©)
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Iz (6.32) sledi da je
[+ G(5)G(S)]Y(S) = G(S)G(S)R(S). (6.33)

Na kraju se, mnozenjem jednacine (6.33) matricom Sk +G(5)G,(s)C', dobija izraz
koji definiSe vektor izlaza u obliku

Y(5)=[h+ G(S)G(S)] ' G(5)G(S)R(S) = G(S)R(S), (6.34)
gde je
G(3)=[1+G(5)G(5)] ' G(5)G/(S) (6.35)

prenosna matrica sistema automatskog upravljanja prikazanog blok-dijagra-
mima na slici 6.3.

Prenosna matrica upravljackog bloka G.(S) moZe se dobiti iz relacije (6.35),
mnozenjem leve i desne strane matricom [l + G(S)G(S)], Sto daje

[l + G(S)GK(5)]G:(S) = G(S)GK(S). (6.36)
Ova relacija moze biti napisana u obliku
G:(8)=G(S)GH(S)[.— G(9)]. (6.37)

MnoZenjem leve i desne strane poslednje jednadine matricom [I, — G,(S)]' sa

desne i matricom G™'(S) sa leve strane, dobija se izraz za prenosnu matricu G(S)
u funkciji GL(S) i G(S):

G(S)=G ' (5)G(S)[l.— G(9)] . (6.38)

Izraz (6.38) omogucava odredivanje prenosne matrice upravljackog bloka

koja obezbeduje Zeljenu prenosnu matricu zatvorenog sistema G,(S), a za

poznatu prenosnu matricu objekta upravljanja G(S).
Ako se pode od relacije (6.32) mozZe se napisati

Y(s)=W(S)E(S), (6.39)
gde je
W(s)=G(S)G(S). (6.40)
Iz (6.40) se dobija
G:(S)=G '(S)W(s). (6.41)

Uporedivanjem jednakosti (6.41) i (6.38) neposredno sledi da je
W(s)=G(S)[h—G(S)] . (6.42)

Ovakva analiza se moze prosiriti i na slican sistem sa n ulaza i n izlaza.
Takvom sistemu odgovara prenosna matrica zatvorenog kola G(S) dimenzija nxn.
Ako se od takvog sistema Zeli da referentni signal ri(t) ima uticaja samo na izlaz
Yi(t), to moZe da obezbedi dijagonalna matrica G,(S)
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G, (9) 0 0
G- o =l (6.43)
0 0 Gznn(s)

Matrica W(s) ima u tom pogledu ista svojstva kao i matrica G(S). Tako, ako
je G,(S) dijagonalna, blok-dijagonalna ili trougaona matrica, tada je i W(S)
dijagonalna, blok-dijagonalna odnosno trougaona matrica.

Ako je matrica G,(S) dijagonalna sa elementima G,i(S), tada su elementi

matrice W(S) povezani sa njima slede¢om relacijom (dobija se iz jednaline
(6.42)):

(6.44)

}Primer6.2. Prenosna matrica objekta upravljanja i Zeljena prenosna matrica
sistema automatskog upravljanja su oblika:

5 50
G(S)= 1+12S l+1205

b

+s  1+s
1
G,(5)= 1+ 0,58 |
1+ 0,2s

Treba odrediti prenosnu matricu upravljackog bloka.
Iz (6.44) dobijaju se elementi matrice W(S)

G,,,(s 2 G,,, (s 5
W11(5)= Zl]( ) ==, W22(S)= Z22( ) =2
1-G,y(s) s 1-G,(s) s
Najzad, prenosna matrica upravljackog bloka dobija se iz (6.41)

0,10(1+ 2s)  0,50(1+ s) Hz/s 0 }
0,01(1+ 2s) —0,05(1+9s)l 0 5/s]
0,20(1+ 2s)  2,50(1+ 9)

G,(5)= G-l(s)W<s>={

S S
0,02(1+ 2s)  0.25(1+ ) |
S S
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6.4 PRENOSNA MATRICA SISTEMA EKVIVALENTNOG NEPOTPUNO
UPRAVLIIVOM SISTEMU

Nepotpuno upravljiv sistem mozZe se opisati algebarski ekvivalentnom
realizacijom =A°, B° %, gde je

o_| ALLAL o_| Bl oo e
A{ A ;Agj, B [0}, c’=[cti . (6.45)

Prenosna matrica ovako opisanog sistema moZe se odrediti iz relacije (6.7)
sl, = A1 - A 0
GO(S): CO(SIn— AO)—I BO: [Cl() ; C;)[__n___po___A_'l_l:____ﬁz__.:[]:_B(iu_}. (646)
|
Kako je na osnovu teorije matrica

G'(s)=[CV | ¢ TR T R L =
| (6.47)

=[cic (_s_'_"_p_i_’_"g)___'%o.} (sl o~ AY) B

Kako istovremeno vaze relacije

Y(s)=G(S)U(S),
Y(s)=G'(s)U(s),

sledi da je G’(S)=G(S), odnosno da na prenosnu matricu uti¢e samo upra-vljivi
deo sistema.

6.5 PRENOSNA MATRICA SISTEMA EKVIVALENTNOG NEPOTPUNO
REKONSTRUKTIBILNOM SISTEMU

Nepotpuno rekonstruktibilni sistem se moZe opisati algebarski ekvivale-ntnom
realizacijom ZA°, B, €’%¢, gde je
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(slp— A,) LB
(st - A oﬂ:}— (s, - A B,

6.6 ODREDIVANJE JEDNACINE STANJA | JEDNACINE IZLAZA 1Z
PRENOSNE FUNKCIJE SISTEMA (DEKOMPOZICIJA PRENOSNE
FUNKCIJE)

Tri su osnovna postupka dekompozicije prenosnih funkcija:

¢ direktna dekompozicija, koja se koristi kada su polinomi u imeniocu i
brojiocu prenosne funkcije dati u nefaktorizovanom obliku ili ih je tesko
faktorizovati;
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¢ kaskadna (ili iterativna) dekompozicija, koja se koristi kad su poznati svi
polovi i nule prenosne funkcije (polinomi u brojiocu i imeniocu prenosne
funkcije mogu se napisati u faktorizovanom obliku);

& paralelna dekompozicija, Cije je koriséenje pogodno kad je polinom u
imeniocu prenosne funkcije dat u faktorizovanom obliku (poznati su polovi
prenosne funkcije), dok je polinom u brojiocu nefaktorizovan ili ga je tesko
faktorizovati.

Postupci dekompozicije prenosnih funkcija bice izlozeni primenom na
prenosnu funkciju sistema treceg reda

3 2
b;s”+ b,s™+ bs+ b,
s+ a,5°+ a,5+ a,

Y
—(5)= 6.51
0 (s) (6.51)

Generalizacijom blok-dijagrama promenljivih stanja odnosno jednacina
stanja i jednacine izlaza posmatranog sistema tre¢eg reda, moze se, za svaki od
postupaka dekompozicije prenosne funkcije, nacrtati blok-dijagram promenljivih
stanja i napisati odgovarajuca jednacina stanja i jednacina izlaza za sistem n-tog
reda.

6.6.1 Obicna direktna dekompozicija prenosne funkcije

Polinom u imeniocu i brojiocu kompleksnog lika izlaznog signala (koji se dobija iz
prenosne funkcije (6.51)) deli se sa s° (u opstem sludaju s &lanom najveceg
stepena u imeniocu) i tako dobija

~1 -2 -3
b;+b,s  +Dbs "+ bys

Y(s)= U(s). 6.52
) 1+ a,s '+as ’+as”’ ©) (6.52)
Uvodi se pomocna promenljiva
U(s
Z(9)= ) (6.53)

I+a,s '+as’+as’’
koja se dalje moZze izraziti kao
Z(s)=U(s)— s 'Z(s) — a1 °Z(s) — agS " Z(S). (6.54)
Izlaz je sada odreden relacijom
Y(s)=(b;+b,s™ +b;s 2 +bos)Z(S). (6.55)

Zamenom u (6.55) promenljive Z(S) uz koeficijent b; izrazom (6.54) dobija se

Y(s) =e;3U(S) + 5 ' Z(S) + 815 Z(S) + €05 Z(S), (6.56)
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gde su koeficijenti

eo=bo—aoh;, e;=b;—a,b;, e;=b,—a,b;, e;=bs. (6.57)
Iz (6.54) i (6.56) inverznom Laplasovom transformacijom dolazi se do izraza

2(t) = u(t) — aJz(t)dt - a, fz(t)dtdt — a,Jlfz(t)dtdtdt, (6.58)

y(t) =esu(t) + exfz(t)dt + e, [[z(t)dtdt + e, Jz(t)dtdtdt. (6.59)

Predstavljanjem relacija za z(t) i y(t) u obliku blok—dijagrama promenljivih
stanja (slika 6.4) i izborom izlaza iz integratora za promenljive stanja, dobija se
realizacija ovog sistema 2{A, b, ¢, d} gde je

0 1 0 0 €,
A=| 0 0 1 | b=| 0}, c=| e | d=e=Dh,. (6.60)
-3, —a -—-a, 1 e,
» &
> &
—————— &
+
n
u() X(1) = X(t) = Xl(t)> o Y(t)>
+
‘7
a, |4
a |4
Slika 6.4
Za sistem n-tog reda dobija se
o 1 0 - 0 | [o] [ e]
0 0 | 0 0 g
A=| : : : b=l :lc=| : |d=e,=b,. (6.61)
0 0 0o - 1 0 €,
l-a, —a, —a, - —a, ] L 1] L €
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Ukoliko se u blok-dijagramu promenljivih stanja na slici 6.4 za promenljive
stanja Xi(t), Xo(t) i X3(t) izaberu, respektivno, promenjive iza prvog, drugog i
treceg integratora (s leva na desno), dobija se

-a, —a -a, 1 e,
A=| 1 0 0 |, b=| 0|, c=| ¢ | d=¢e;=D,. (6.62)
0 1 0 0 €

6.6.2 Dualna direktna dekompozicija prenosne funkcije
Iz prenosne funkcije (6.51) dobija se jednacina
(s’ +a,5’ +a;5+a0)Y(5) = (035° + b,5* + by + b)) U(S). (6.63)

Prebacivanjem clanova ove jednacine koji ne sadrze kompleksnu promenlji-vu s

na levu stranu, jednacina se transformise na sledeci oblik:
bU (s)— a,Y(s)= (s’+ a,5° + a,5)Y(s)— (b,5°+ b,s*+ b;s)U (s)=

§(s2+ a,5+ a,)Y(s)— (bys*+ bys+ b)U ().

(6.64)

Ponavljanjem istog postupka sa izrazom u srednjoj zagradi jednacine (6.64),
dobija se najpre

X1(S)=(s*+a:5+a;)Y(s)— (bss* +b,s +b)U(s), (6.65)
a zatimi
Xi(8)—a;Y(s)+bU(s)=s[(s+a,)Y(s)— (b3s+by)U(s)]. (6.66)
Sa X,(S) je oznacen izraz
Xa(8)=(s+a2)Y(s) — (b3s+by)U(s), (6.67)
iz koga se dobija
Xa2(8) —a,Y(s) + bU(s)=s[Y(s) —bsU(s)]. (6.68)
Izraz u srednjoj zagradi relacije (6.68) je
X3(8)=Y(s)—bsU(s). (6.69)

Inverznom Laplasovom transformacijom levih i desnih strana jednacina
(6.64), (6.66), (6.68) (uz prethodnu zamenu Y(S) u njima iz izraza (6.69)) i (6.69),
dobijaju se jednacine stanja i jednacina izlaza

X (D)= —ayX; (1) + eyu(t),
X (0= X (1)— a;x;(t)+ gu(t), (6.70)
X (D)= X, (D)= a,x;(1)+ e,u(t),
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y(t) =x3(t) +esu(t),

sa koeficijentima ey, €, &, i €3 iz (6.57), odnosno realizacija 2{A, b, ¢, d}, gde je

0 0 —a, € 0
A= 1 0 —a |, b=l¢ | c=| 0| d=e=bh;. (6.71)
01 —-a €, 1

Blok-dijagram promenljivih stanja za dualnu direktnu dekompoziciju, koji
odgovara jednacinama stanja i jednacini izlaza (6.70), prikazan je na slici 6.5.

-] €
a2
o I
u), e = xl(t)%Jr_> o X,(t) +_> = X3(t)>+ y(t)
D @ +F_ +9 +
2 |
al <
ao ‘
Slika 6.5
Za sistem n-tog reda je
(000 0 -+ -a, | e, | 0]
1 0 0 -+ -3 € 0
A={0 1 0 -~ —a, |, b=| & |, c=/ 0|, d=¢,=b,. (6.72)
L0 0 0 -+ —a,,] L€, L 1]

Ukoliko se u blok-dijagramu promenljivih stanja na slici 6.5 promenljive
stanja X;(t), X2(1) i X5(t) zamene respektivno sa Xs3(1), Xx(t) i X;(t), dobija se

-a, 1 0 e, 1
A=l —-a, 0 1| b=|e | c=/0| d=ey=h;. (6.73)
-a, 0 0 e, 0
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6.6.3 Kaskadna (iterativna) dekompozicija prenosne funkcije

Za primenu kaskadne dekompozicije potrebno je da u prenosnoj funkciji (6.51)
polinomi u brojiocu i imeniocu budu faktorizovani:
i(s)_ (5= 73)(s— 2,)(s— 7))
=b, .
U (5= P3)(s— Po)(s— py)

S druge strane, uvodenjem pomo¢nih promenljivih veli¢ina, moZe se napisa-ti da
je

(6.74)

Y M N Y
U(S): U(S)V(S)W(S) : (6.75)

Direktnom dekompozicijom svake od parcijalnih prenosnih funkcija

M S— 27 N S— 12 Y S— 1
U(S): b3 : ’ _(S): —27 _(S)= ! D
s—p; M s—p, N S— Py

(6.76)

mogu se nacrtati blok-dijagrami promenljivih stanja prikazani na slici 6.6.

-
() %(t) *
u(t) by i ' S 3 2, m(t)
+ +
+
P3
Slika 6.6 (a)

m(t) Xa(t)

n() >

P2

Slika 6.6 (b)
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Xi(t
n(t) 1® yo o
i ¢
P
Slika 6.6 (c)
-
+
u(t), be o X(t 2, m(t)
+E +
Ps #
¢
- -
+
m(t)_+ - Xa(t - Xi(t 2 y(
+ +
P2 P

Slika 6.7

Povezivanjem tri parcijalna blok-dijagrama promenljivih stanja u jednu

celinu (slika 6.7) i izborom izlaza iz integratora za promenljive stanja, dobijaju se
sledece jednacine stanja i jednacina izlaza

X (1)= = 2,% ()+ X, (D)+ px(t)=
= px,(t)+ (P = )%, (D+ (P = )X (1) + byu(t),
X, (D)= = 23X (D) + X5 (1) + p X, ()=
= PX% (D+ (3= 23)X3(1)+ byu(t),
X3 ()= bu(t)+ psxs(t)= pyxs(t)+ byu(t),
V(0= - 2%, (O+ X, (D)=
= (P = Z)X(D)+ (P, = 25)%, (D) + (Ps— Z3)X;(H)+ byu(t),

(6.77)
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odnosno realizacija 2{A, b, ¢, d}, gde je

Pi P2, P3— %4 b, Pi—Z
A=| 0 P, P;— 2y}, b=| by |, c=| p,—2z,, d=Db,. (6.78)
0 0 P; b, Ps— Z3

Generalizacijom blok-dijagrama promenljivih stanja na slici 6.7 dobija se
realizacija 2{A, b, ¢, d} za sistem n-tog reda, gde je

Pr P—Z, P3—Z3 0 P 7, b, Pi—Z
P, Ps—23 - Py— Z, b, P— 2,
A=| 0 0 o8 o P—2Z, Lb=| b, c=| p;—z; ,d=Db,. (6.79)
L 0 0 0 p, —bn— L Pn— Z,4

6.6.4 Paralelna dekompozicija prenosne funkcije

Paralelna dekompozicija primenjuje se na prenosne funkcije s poznatim polovima
(imenioc prenosne funkcije je u faktorizovanom obliku) i bazira se na razvijanju
prenosne funkcije u zbir parcijalnih razlomaka. Direktnom dekompozicijom svake
od parcijalnih prenosnih funkcija (razlomaka), crtanjem parcijalnih blok-
dijagrama promenljivih stanja i njihovim medusobnim povezivanjem, dobija se
blok-dijagram promenljivih stanja posmatranog sistema. Posto polovi prenosne
funkcije mogu biti jednostruki ili viSestruki, posebno su analizirana ova dva
slu¢aja, uz ogranicenje da su svi polovi realni.

a) Prenosna funkcija s jednostrukim polovima

Posto se u zbir parcijalnih razlomaka moze razviti samo prenosna funkcija kod
koje je m<n-1, prenosnu funkciju (6.51) treba najpre podeliti polinomom u
imeniocu. Nakon te deobe se dobija

Y e,5°+ €5+ e, M N
—(8)= e, + = —(9)+ —(9), 6.80
TR $*+ a,5°+ a,5+ a, TR, (6.80)
gde su koeficijenti
8o=bo—ah;, e;=b;—ab;, e;=b,—ab;, e;=bhs. (6.81)

N
Prenosna funkcija U(S) moze biti napisana na sledeci nacin:
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E(S)_ e,s’+este e,s’+este
U S+a,s’+as+a, (5S— p)s— Py)s— p;) (6.52)
K K K
S—= P S—=P, S
Ako se u (6.82) uvedu oznake
U(s U(s U(s
X,(9)= — 2 X, (5= 2 x (5= 2 (6.83)
S— pl S— pz S— p3

iz (6.83), (6.82) i (6.80) se inverznom Laplasovom transformacijom dobijaju
jednacine stanja i jednacina izlaza

X (D)= px;(H+ u(t),
X (D)= pX%, (1)+ u(t), (6.84)
X3 (D)= psX;(H)+ u(t),

y(0) = Kixi (D) + Koxo (D) +Ksxs(t) +esu(t) ,

odnosno realizacija 2{A, b, ¢, d}, gde je

p, 0 O 1 K,
A= 0 p, O b=|1} c=| K,|, d=e;=Db,. (6.85)
0 0 ps 1 K,

Blok-dijagram promenljivih stanja za ovaj metod dekompozicije prika-zan je
na slici 6.8. Generalizacijom blok-dijagrama, odnosno realizacije (6.85), dobija se
realizacija 2{A, b, ¢, d} za sistem n-tog reda, gde je

p, 0 0 - 0] 1 K,
0 ppb 0 - 0 1 K,

A=l 0 0 p, - 0|b=|1lc=| K,|d=e=b. (6.86)
Lo 0 o0 - pJ L LK.

Iz dobijenih matrica i vektora ocigledno je da se paralelnom dekompo-
zicijom prenosne funkcije s jednostrukim polovima matrica sistema A redukuje
na dijagonalnu matricu s polovima prenosne funkcije kao njenim elementima,
dok su svi elementi vektora upravljanja (ulaza) b jedinice.
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] &;
5! 4O K
ot 1
TJr
P
m(t)
u(t) _ N RGN IS y(t
:ﬁ
+
p2
5! 0 K
ot 3
%Jr
ps
Slika 6.8

b) Prenosna funkcija s visestrukim polovima

Postupak dekompozicije prenosne funkcije za ovaj slucaj bi¢e pokazan na
primeru prenosne funkcije Sestog reda (N=6) s jednim dvostrukim, jednim
trostrukim i jednim jednostrukim polom, oblika

K

Y
—(8)= =3 3 .

U ST(s+ 3)°(s+ 1)

Najpre se prenosna funkcija razvija u niz parcijalnih razlomaka

Kll + K23 K22 K21 + K3
3 2 '
S  (s+3) (s+3) s+3 s+1

Y K,

—(5)= ==+

U ) s’
Koeficijenti Ki,, Ki1, Ky3, Ky, Ky; i K3 odreduju se iz relacija (2.31) i (2.33) i imaju
sledece vrednosti:

K 2K K 7K 11K K

Ko= — K =" Kp=—e — K= — K= —— K= —.
127972 771 277 B 187 % 108" 2167 ° 8

Ako se u razvijenoj prenosnoj funkciji Y(s)/U(S) uvedu oznake
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U(s U(s U(s
X.0= 22, x-S, X9 o,
U U _U(s
X4(S)_ (S+ 3)2 > X}(S)_ (S+ 3)3 > X6(S)_ S+ 1 B

tada se iz ovih relacija i izraza za Y(S), inverznom Laplasovom transfor-macijom,
dobijaju jednacine stanja i jednacina izlaza:
Xl(t): X2(t) ’
X, (t)=u(t),
X3 (D)= = 3x;(D+ x,(1),
X, ()= = 3x,(D)+ x5(1),
Xs ()= — 3xs(t)+ u(t),
Xe(1)=—Xg(t)+ u(t),

K 2K K 7K 11K K
[ s
yo 27 27 18 108 216 8 ®
Iz prethodnih jednacina odreduju se matrica sistema A i vektori b i ¢, oblika
o1 0 0 o0 o] o :
1001 0 0 0 0 0 K727
Lo r——————————- 1 1 — 2K/27
00 1-=3 1 01t 0 DU I
: : 0 -K/18
A=l 0 0 +0 -3 1 0 | b= , C=
! ! 0 - 7K /108
0o0 0 0 -3, 0
Rra— v I R R A E7 T
00 0 0 0 {-1i L 1) [ K/ |

Odgovarajuci blok-dijagram promenljivih stanja prikazan je na slici 6.9.

Dobijeni rezultat ne mozZe se generalizovati za sistem n-tog reda, jer
postupak dekompozicije zavisi od broja polova prenosne funkcije i njihove
viSestrukosti, pa je nemoguca generalizacija opSteg karaktera.

Matrica sistema A koja se dobija paralelnom dekompozicijom prenosne
funkcije s viSestrukim polovima naziva se DZordanovom (Jordan) matricom. U
dobijenoj matrici A figuriSe jedan DZordanov blok treéeg reda koji odgovara
trostrukom polu -3 i jedan Dzordanov blok drugog reda koji odgovara
dvostrukom polu 0. Kako se dijagonalna matrica moZe smatrati specijalnim
slu¢ajem DZordanove matrice u kojoj figuriSu samo DZordanovi blokovi prvog
reda, analogno se zakljuuje da je u dobijenoj matrici A prisutan i tredi
DZordanov blok, prvog reda, koji odgovara jednostrukom polu —1.
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T -2K/27
} = X (1) Xi(t) >

L
\

K/27

—m] -11K/216
-7K/108
u(t) Xs(t) Xq(t)
— ) s >)—> s st e wis YO,
- _ +9
3 je 3 3

K/8

Slika 6.9



