3.6. PARCIJALNI IZVODI VISEG REDA

Zadatak 1. Nadi meSovite parcijolne izvode funkcije
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Resenje: Ako je z # 01y # 0, tada je
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Dakle, ako je z # 0 iy # 0, tada je fo, (z,y) = vz (T,y). Neka je sadaz =0
iy #0. Kako je f(0,y) =0, to je
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Osim toga je !arctg%‘ ol arctgz—' ~ 5 kada z — 0, pa je fL(0,y) =

—y? - % = —y. Na slican natin dobijamo da je f;(.r,()) = z. Stoga je
f2(0,0) = f@’,(0,0} = (0. No onda je
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¢ime smo dokazali da su mesoviti parcijalni izvodi drugog reda medusobno
razliciti u tacki (0,0). Primetimo da su parcijalni izvodi drugog reda pre-
kidne funkcije u toj tacki. Zaista, ako uotimo nizove (Zn,yn) = (1/n, 1/n)
i (a!,y)) = (2/n, 1/n), onda je lim(za,yn) = lim(ah,y}) = (0,0), alije s
druge strane
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pa su drugi mesoviti izvodi prekidne funkcije u tagki (0,0).

Zadatak 2. Naéi parcijalne izvode prvog i drugog reda funkcije z = 2w, ],
gde je u = z2 + %, v = zy, pretpostavijajuéi da je funkcija z Klase c®)(D)
u nekoj oblasti D iz R?,

Resdenje: Parcijalni izvodi prvog reda su:
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Da bi smo odredili druge parcijalne izvode, odredimo izvod funkcije 2 po
0z

oy

dz . 0
da su a—i i 55 funkcije promenljivih z i y posredstvom funkcija u i v. Tako
v

x 1y, kao i izvod funkcije po y. Pri tome treba imati u vidu ¢injenicu



dobijamo
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Mesoviti parcijalni izvodi drugog reda funkcije z(u,v) su jednaki zbog pret-
postavljene neprekidnosti, pa je
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Mesoviti parcijalni izvodi drugog reda su
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Smena promenljivih
1. Smena promenljivih u izrazima koji sadrie obi¢ne izvode

Neka je dat izraz
dy d?y )

P=Flzy —,—5,...

koji sadrzi nezavisno promenljivu z, funkeiju y(x) i njene izvode proizvoljnog
reda. Ako je potrebno transformisati ovaj izraz uvodenjem nove nezavisno
promenljive i nove funkcije u = u(t), koje su slede¢im jednakostima:

(1) z=f(t,u), y=g@u),

povezane sa promenljivima z i y, onda iz (1) dobijamo

dy a 9g , du 2 d (dy
(2) d_y__cli_ 5%_!_814 dt @_ dt(d:ﬂ) itd
T dx T 0f | Of  du’ 2 dz  ° :
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Koriséenjem (1) i (2), dati izraz dobija oblik
du d*u

@—G(t,u,a,a—ﬁ,...) .
2. Smena promenljivih u izrazima koji sadrie parcijalne izvode
Neka je dat izraz

Oz 0z 8%z 0%z 0%z
Q= 84,8 5y o amssgi va I
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koji sadr#i nezavisno promenljive z i y, funkciju z = z(z, y) i njene parcijalne
izvode proizvoljnog reda.
(A) Transformisati izraz ¥ uvodenjem novih nezavisno promenljivih u iwv,
koje su slede¢im jednakostima:

u =(P('T7y)v v :Tﬁ(ﬂ?ay),
povezane sa nezavisno promenljivima z i y, gde su funkcije ¢ i 4 dovoljan
broj puta diferencijabilne i %({%% # 0 u nekoj oblasti. Diferenciranjem
izraza z = z(u,v) = z[p(z,y), ¥ (z,y)] dobija se
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tj. dobijaju se parcijalni izvodi — i i u funkciji od parcijalnih izvoda u

oz Jy

, §to zatim zamenjujemo u dati izraz.
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Ako su nove nezavisno promenljivih u i v povezane sa starim nezavisno
promenljivima z i y jednakostima

z = f(u,v), y=g(u,v),
gde su funkcije f i g dovoljan broj puta diferencijabilne 1 gg f))) # 0 u nekoj

oblasti, onda se diferenciranjem izraza z = z(z,y) = 2z[f(u,v), g(u,v)] dobija
sistem
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iz koga mozemo izraziti parcijalne izvode —6—2 i E® u funkeiji od parcijalnih
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(B) Transformisati izraz ¥ uvodenjem novih nezavisno promenljivih u 1 v i
nove funkcije w = w(u,v), koje su sledeéim jednakostima

U=<P($,y,z)a U:’w(mayvz)’ w:n(mayaz)a
povezane sa promenljivima z, y i z, gde su funkcije @, ¥ i 7 dovoljan broj
puta diferencijabilne i % # 0 u nekoj oblasti. Diferenciranjem izraza
w = w(u,v) = wle(z,y, 2),¥(z,y, 2)] dobija se
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on On 0z Ow (Op Op 0z ow (O O %)
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odakle izrazavamo QA—ZA u funkeiji od —(?E i QEU—
oy du  Ov

Neka su nove nezavisno promenljive v i v i nova funkcija w = w(u,v)
povezane sa promenljivima z, y i z jednakostima

“(C:f(u:”?w)’ y:g(u,v,w), zzh{u,v,w),



gde su funkcije f, g i h dovoljan broj puta diferencijabilne i g(£ ':2 #0u
nekoj oblasti. Diferenciranjem izraza z = z(z,y) = 2[f(w,v, w) g(u,v,w)]
dobija se sistem
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_ o raziti alne izvod z . Oz . ow ; ow
iz koga moZemo 1 i parcijalne izvode — i — u funkciji od — 1 —.
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Zadatak 3. Transformisati jednacinu y"' — z%y" + 2y’ —y = 0, uzimajucs
za novu funkciju u = u(t), pri éemu je v = 1/t, y = u/t.

dy t%wu_dm 1 . dt

~ T . . it N 8 o _ 2 .
Resenje: Imamo da je F7 i L= == tj. = t, odakle je
d
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Zamenom u jednacinu dobija se
tPuy” + (3t* + 1wy +uy =0.

Zadatak 4. Transformisati jednacinu y' - y™ — 3(y")* = 0, uzimajuéi y za
novu nezavisno promenljivu, a T za novu funkciju.

Resenje: Kao u prethodnom zadatku, oznagimo novu nezavisno promenljivu
sa t, a novu funkicju sa u = u(t), gde je y = ¢, z = u. Onda je
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Zamenom u zadatoj jednadini se dobija
3(uy)? — uf"uj — 3(uy)?
(ut)°

A3z dx
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Zadatak 5. Transformisati jednacinu yy' + zy? + 2% = 0, uzimajuéi za
novu funkciju u = u(t), pri demu su formule smene promenlyivih date sa
(1) u2—y2—w2=0, 2 — 2 4+ u?=0.

Resenje: Diferenciranjem jednacine (1) po ¢ dobija se

d_u_ ég d_j:_o d_m_t_|_ d_u—[]
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odakle resavanjem po % i %, imamo da je

dz _t—w-uy dy  2u-uj—t (,_du)

dt x ' dt Yy Y=

d; dy z(2u-u) —t . =1
Kako je ¢/ = L % = g, zamenom u polaznoj jednaéini

dz 4z y(t—u-u)
dobija se

zuuy(2—y® — 2?) —2t(1 —y? — 2%) = 0.
Iz formula smene promenljivih je —y? — 22 = —u?, pa je transformisana
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Zadatak 6. Transformisati parcijalnu diferencijalnu Jednadinu
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Resenje: Kako su u ovom sluéaju nove nezavisno promenljive zadate u
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uzimajuci za nove nezavisno promenljive u = 5 U =Y

funkeiji od starih nezavisno promenljivih, tj. u = u(z,y) =

v =v(z,y) = zy, to je z(u,v) = z[u(z,y),v(z,y)], pa je

8z_828_u+6z@ﬁ %_}_Q{
0z Oudr  wor “ou Yoy
Bz_azau dz v Oz %

By dudy awoy Yau T oy

(1)
(2)



3) Pz 6‘2 a (az) . 0 (?ﬁ)
oz? d oz \ 9 oz \ov /)’
0@ GtE)a() R
Bmay oz ov Oz \ov )’
" S-EableEE
oy? Bu Ay \ du dy \ Ov
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zamenom prethodnih jednakosti u (3)-(5) dobija se
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Zamenom (1), (2), (3"), (4) i (5") u polaznoj jednacini, dobija se

0%z 0z 8%z 0z
- 2.9 & B -
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Dakle, polazna PDJ datom smenom promenljivih ima oblik
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Zadatak 7. Transformisati parcijalnu diferencijalnu jednacinu

0z n 0z =z
T— +Yy— = —
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wzimajucéi za nove nezavisno promenljive u =2z — 2° 1 v = —.



ResSenje: Kao i u prethodnom zadatku imamo da je
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Tada data jednacina dobija oblik
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Uzevsi u obzir da je 2z = u + 22, . Y, r_t i , dobija se
i z 2z
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8. Dokazati da PD.J ( ) + (—) = 0 ne menja oblik uzimajuéi za nove
oz Ay ,
2
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nezavisno promenljive u ¢ v, ako je r = uv, y = 5

ReSenje: U ovom slugaju stare nezavisno promenljive z 1 y zadate su u
funkeciji od novih nezavisno promenljivih, tj. z = z(u,v) = wv, v = y(u,v) =

U2 = ’!)2

. Diferenciranjem z = z(z,y) = z[z(u,v), y(u,v) ] kao slozene funk-
cije, dobija se sistem
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Dakle,
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odnosno dobija se PDJ oblika ( g% )2 N ( _g_z)z i

Zadatak 9. Transformisati parcijalnu diferencijalnu jednacinu

8%z 8%z Oz
927 " Ozdy T ox  °
g s : o +y T—Yy .
uzimajudi za nove nezavisno promenljive u = 5 U= 5 120 novu
Sfunkeiju w = ze¥.
Resenje: U ovom slucaju je w(u,v) = wlu(z,y),v(z,y)], pa je
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Zamenom u zadato] jednaéini dobija se

9w ” 0%w ow 4
—+—— —2— =4w.
du?  Jdudv v
Zadatak 10. Transformisati parcijalnu diferencijalnu jednacinu
0z 0z
ws g 25—
(2 z)é?:r: T yay
uzimajuéi T za novu funkciju, a y 1 z za nove nezavisno promenljive.
ReSenje: Stavimo da je w = z, u = y v = z, w = w(u,v). Kaoiu
prethodnom zadatku imamo da je
G Gl O0Ov . oy OB 0B OF L DR 1
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Zadatak 11. Transformisati parcijalnu diferencijalnu jednacinu

oz

0z

(y_z)%+(y+2)-a—y=0

uzimajudéi T za novu funkciju, a w =y — z 1 v = Y + Z 2a NOvVE NEZAVISNO

promenljive.

Resenje: Stavimo da je w = z, tako da je w = w(u,v) = wlu(y, 2), v(y, 2)].

Onda je
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Data jednac¢ina sada ima oblik

3r+31;
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b e T T
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Zadatak 12. Transformisati parcijalnu diferencijalnu jednacinu
( 62)2+( 82) 50z Oz
Z— —_— ot _—
oz yay i dy’
wzmajuéi za novu funkciju w = w(u,v), akojex =ue¥,y =ve”, z =we".

Resenje: Nove nezavisno promenljive u, v i nova funkcija w zadate su u
funkciji od starih nezavisno promenljivih z, y i funkcije z. Zato je z =
z(z,y) = z[z(u,v,w),y(u,v,w)], odakle se dobija sistem
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v ov Oz ou Oy dv
Iz (a) i (b) se dobija

dw ' ow
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1 — 1
el du ek ov T u L By
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(2)" 4 ()" el 2
“ou v du v’



