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RESENJA ZADATAKA
PRVOG KOLOKVIJUMA IZ MATEMATIKE 3

Grupa A

1. pitanje: Poredbeni kriterijumi za ispitivanje konvergencije redova.
1. zadatak: Ispitati konvergenciju reda

Z\/n—l—l Y(n+2)

1

ReSenje: Ozna¢imo sa b,, = ————
(n+1)(n+2)

Kako je

. Ocigledno je lim,, .., b, = 0.

n+l<n4+3 = V/n+Dn+2) <V/(n+2)(n+3) = by > by

Dakle, niz {b,,} monotono opada ka nuli. Zato red uslovno konvergira po Lajb-
nicu. Apsolutno divergira na osnovu poredbenog reda > °°  +

n=0n *
2. pitanje: Vrste konvergencije funkcionalnog reda. VajerStrasov kriterijum.
2. zadatak: Odrediti oblast konvergencije stepenog reda u realnom i komplek-

snom slucaju:
i 2n—1(l. _ 1>2n
—
— (2n+1)
Resenje: Polupre¢nik konvergencije je R = 1/2/2. Red je konvergentan na

intervalu (1 — 1/2/2,1 4 v/2/2) u realnom domenu, a u kompleksnom u krugu
|z — 1] < +/2/2. U tatkama 1 + 1/2/2 takode konvergira.

3. pitanje: Definicija i konvergencija trigonometrijskog reda.
3. zadatak: Razviti u Furijeov red funkciju
=== —m<zx<0
— 3
/(@) { T 0<z<w
Na osnovu toga naéi sumureda )~ , (2;9:
Resenje: Furijeov razvoj funkcije glasi

e}
f(z) ~ % + Z_:ancosn:c + b, sinnz,



gde je
1 [ L[ :

o= [ f@eosneds, w20, b=2 [ f@sinneds, (n21)
T™J)_x T™J—n

Kako je funkcija neparna, tj. f(—z) = —f(x), imamo a,, =0 (n =0,1,...). Za
n=12,...,, vazi

2 iy 2 ™ 2 ™ .
bn:_/ f(zx) da::—/ f(x)sinnxdx:—/ T xSiIlnﬂUd%
™ Jo ™ Jo ™ Jo 3

.,
2 T 1 ("
bn:—<z/ sinnxdaz——/ xsinnxdx).
n 3 0 3 0

Primenom parcijalne integracije, dobijamo

by, (n € N).

"~ 3n

Kako je funkcija f neprekidna to je Furijeov red jednak funkciji

f@):Zisinnx’ z € (—m,m).

n

n=1

Konkretno, za z = 7/2, imamo

T—m/2 Qmsinng
3 _3; n

Kako je sinnm = 0, sin(2n — 1) = (=1)" (n=0,£1,%£2,...), ostaje

— (=D” _
;271—1 = S=n/4

Wl o

7-[__
=

4. pitanje: Izdvajanje realnog i imaginarnog dela kompleksne funkcije e,

4. zadatak: Odrediti funkciju w = f(z) = u + v analiti¢ku u celoj komplek-
snoj ravni &iji je realni deo u(x,y) = = + 22 + xy — y?, a vrednost f(0) = 0.

Resenje. Prvi parcijalni izvodi su:

ou ou
7 + 2x + vy, oy x Y,



Kako vazi
0*u N Pu
ox2  oy?
funkcija u(z,y) moZe biti realni deo analitiCke funkcije w = f(z) = u + iv.
Analiticka funkcija zadovoljava KoSi-Rimanove uslove

2-2=0,

ou v du v
or Oy’ oy Oz’
Odatle dobijamo
ov
—=14+2z+y,
Ay
tj.
1
o= /(1+2x+y)dy+<p(:t) =y + 20+ 7+ ple).
Diferenciranjem v(z, y) po z-u i na osnovu drugog Kosi-Rimanovog uslova, imamo
0
oo =2+ (r) = (¢ - 2).
Stoga je
1
Pr)y=—-x = ox)= —55162 +C.

Sada moZemo kompletirati funkciju v

1 1
v:y+2xy+§y2—§:c2+0

i analiticku funkciju f:
- 2 2y - Ly 1,
f(z)=ut+iv=(r+z +a:y—y)+z(y+2xy+§y -5 +0).

Ova funkcija definisana na realnoj pravoj
1 1 '
f@ﬁwO):(x+a?+x0—0%+4m+2xo+§0?—§IW+C):x+n?—%x?+c,

prema teoremi o analitickom produZenju, se moZze dodefiniati u kompleksnoj ravni
kao

f(z):z+22—%z2+0 (z € C).



Iz uslova f(0) = 0, odredujemo C' = 0, pa je kona¢ni oblik analiticke funkcije

flz)=(1- %)22 + 2.
Grupa B

1. pitanje: Kosijev koreni i integralni kriterijum konvergencije redova.
1. zadatak: Ispitati konvergenciju i na¢i sumu reda

- 1
Z (Bn+1)(3n+4)

n=0
ReSenje: S =1/3

2. pitanje: Razvijanje funkcija u stepene redove.

2. zadatak: Funkciju
x

fl@)= 5——

T

razviti u stepeni red i odrediti oblast konvergencije.
Resenje:

f@ =S (E0 et (el <9

n=0

3. pitanje: Furijeov red parne funkcije.
3. zadatak: Razviti u Furijeov red funkciju
flz) = |2z, x € (—m ),
o0 1

a zatim izraCunati sumureda S =) syl
Resenje: Furijeov razvoj funkcije glasi

f(z) ~ % + ;ancosm: + b, sinnz,

Ay = 1/7r f(z)cosnxdx, (n>0), b, = l/7r f(z)sinnxdx, (n>1).

™ J)_x T J_x



Kako je funkcija parna, tj. f(—z) = f(z), imamo

2 [T 2 [T 2
aoz—/ f(x)d:v:—/ 27 do = ~a2°
7 Jo 7 Jo m

Zan=1,2,..., vaZi

2 [T 4 [T
:—/ f(x)cosnxdx:—/ x cosnz dz.
T 0 m 0

Primenom parcijalne integracije dva puta, dobijamo

™ T sinnx
— dx ),
0 0 n

4 s/ sinnx
a, = — |z

n

t.

Zapazimo ad su ag, = 0. Zbog parosti f, imamo b, = 0 (n > 1).
Kako je funkcija f neprekidna to je Furijeov red jednak funkciji

cos(2n — 1)z
|2x|—7r——z n_1z x € (—m,m).

Konkretno, za £ = 0 imamo

8 cos0
O: _ — = = S: 28.
. W;(Qn—l)Q ™/

4. pitanje: 1zvod kompleksne funkcije.
4. zadatak: Odrediti funkciju w = f(z) = u + v analiti¢ku u celoj komplek-
snoj ravni ¢iji je imaginarni deo v(z,y) = a vrednost f(1) = 1 + 1.

xz—Jrz,
Resenje. Prvi parcijalni izvodi su:
ov 2wy ov y? — 2?
Ov (22 +y?)?" Oy (2 +y?)?
Kako vazi
0% N v 0
ox2 Oy

5



funkcija v(z, y) moze biti imaginarni deo analitiCke funkcije w = f(z) = u + iv.
Analiti¢ka funkcija zadovoljava KoSi-Rimanove uslove
ou  Ov ou v
dr  dy Oy  Ox’
Laksi integral se dobija ako koristimo drugi uslov. Zaista, imamo
ou 2x
o e 7 v e

Posle smene t = x? + 32, dobijamo
T

Diferenciranjem u(x, y) po z-u i na osnovu drugog Kosi-Rimanovog uslova, imamo
ou 2 _ 2 2 _ 2
= ) = s
dr (22 +y2)? (22 + y2)?

Stoga je
Pla)=0 = o)=C
Sada moZemo kompletirati funkciju u:

U= —— 4 +C

x? + y?
i analiticku funkciju f:
. X )
f(z)=u+iv= o +C+Z—x2+y2'
Ova funkcija definisana na realnoj pravoj
. x . =0 1
f(.fE"‘ZO) = m-FO-FZm = ;—FC,

prema teoremi o analitickom produZenju, se moZe dodefiniati u kompleksnoj ravni
kao

f(z)zi—i—()’ (z €C).

Iz uslova f(1) = 1+ 14, odredujemo C' = 14, pa je konacni oblik analiti¢ke funkcije

o1
f(z) :z—l—;.
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