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RESENJA ZADATAKA
ISPITA 1Z MATEMATIKE 3

1. Ispitati konvergenciju redova

oo . oo
I 7 . sinx
a) g — sin — | znase : lim =1 b) g ¢V (¢>0).
n n z—0 €T
n=1 n=1
Resenje. a) Posle smene x = 7/n, imamo
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To znaci da se opsti ¢lan a,, ponasa kao
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To znaci da i dati red konvergira po poredbenom kriterijumu.

b) Kako je
2 = lim q1+ﬁ =q,

n+
lim a, = lim n
n—oo " n—oo q n—o0

prema Kosijevom korenovom kriterijumu, ovaj red konvergiraza 0 < ¢ < 11

devergira za ¢ > 1. Za q = 1 takodje divergira.



2. Odrediti funkciju w = f(z) = u + v analiti¢ku u celoj kompleksnoj ravni
¢iji je imaginarni deo v(z, y) = ? + y + xy + Ay?, a vrednost f(0) = 0.
Resenje. parcijalni izvodi su:
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- — = 2A.
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Da bi v(z, y) bila imaginarni de analitiCke funkcije, mora biti harmonijska, tj. vazi

v 0%

T 0= 2424=0=> A= 1.

0x? + oy? +
Sada funkcija v(z, y) moZe biti realni deo analiticke funkcije w = f(2) = u + iv.
Analiticka funkcija zadovoljava KoSi-Rimanove uslove
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Odatle dobijamo
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Diferenciranjem u(z, y) po y-u i na osnovu drugog Kosi-Rimanovog uslova, imamo

1
u:/(1+x—2y)dx+go(y):x+—x2—2xy+90(y).

g—z =2z +¢'(z) = —(2x +y).
Stoga je
, 1
Py =—y = ely=—3y"+C

Sada moZemo kompletirati funkciju
1 1
u:x+§x2—2xy—§y2+0

1 analiti¢ku funkciju:

1 1
f(z):u—l—ivz(x—|—§w2—2:1;y—§y2+C’)+i(:L'2—|—y—|—xy—y2).



Ova funkcija definisana na realnoj pravoj glasi f(z +140) = (z + 222 4+ C) + ia®.
Prema teoremi o analitickom produZenju, ona se moZe dodefinisati u C kao

1
f(z):z+§zz+0+iz2 (z € C).

Iz uslova f(0) = 0, odredujemo C' = 0, pa je konacni oblik analitiCke funkcije
f(z) =2+ (1/2+10)2%

3. Razviti u Loranov red funkciju

224241
(z —1)2%(z+2)

fz) =

oko tacke zp = 1 u prstenu |z — 1| < 3/2. Na osnovu reda izraCunati

7{ £(2) ds

|2—1|=3/2
Resenje: Razlaganjem na elementarne razlomke, dobijamo

f(z) = T S
S (z=-1)2 3 2-1 3 z+2°

U prstenu |z — 1| < 3/2, vaZi razvoj

11 1 1 1 1 _li Cz—1\"
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Poslednji razvoj sledi iz geometrijskog reda. Dakle,

Odavde se vidi da je ostatak funkcije A_; = %, pa je integral jednak

: 2 4
I =2mi ljzelsf(z) = 27m§ = 37



4. Resiti parcijalnu diferencijalnu jednacinu
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Resenje: PridruZeni sistem diferencijalnih jednacina glasi

dx
y  —x —2zy

dy__d:

Prvo reSavamo diferencijalnu jednacinu

de  dy 2

2
— =" S xdr=—ydy & /:pd:p:—/ydy+c_'1 & $—+y—:C_'1.
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Uvedimo C; = 2C. Zatim reSavamo drugu diferencijalnu jednacinu

dx dz

= <:>2xdx:—dz<:>/2xdx:—/dz+02<:>x2+z:C’2.
y 2wy

Resenje sistema preko prvih integrala glasi
pr=22+y’=C, @gr=a’+2=0C
Opste reSenje parcijalne diferencijalne jednacine glasi
F (x2 + 92, 2? +z) = 0.
5. Po nepoznatim funkcijama x(¢) i y(¢), naci reSenje sistema diferencijalnih
jednacina
() +Tx—y=0, y(t)+2x+5y=0,

koje zadovoljava pocetne uslove z(0) = 1, y(0) = 2.

Resenje:

Prvi nac¢in: Oznacimo sa L[z(t)] = X(p) i L[y(t)] = Y(p). Primenom
linearnosti Laplasove transformacije, dobijamo

L2’ (t)]+ 7L[x] — L[y] =0, L[y'(t)] + 2L[z] + 5L[y] = 0.
Prema teoremi: ako je L[y(t)] = Y (p), tada je L]y (t] = pY (p) — y(0) , nalazimo

pX(p) —1+7X(p) =Y (p) =0, pY(p)—2+2X(p)+5Y(p)=0.



ReSavanjem sistema dobijamo

B p+7 _ (p+6)+1
pPP+12p+37 (p+6)2+1°

2(p+6) 2(p+6)
Y(p) = = :
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Podsetimo se teoreme: ako je L[f(t)] = F(p), tada je Le® f(t)] = F(p — a). Iz
tablice je

Licost] = pf_’H = L[e % cost] = ﬁ,
L[sint] = 7 i : Lle %sint] = T 61)2 -
Sada je
o =L o) =20 | el

Resenje je
z(t) = e %(cost +sint), y(t) =2e % cost.

Drugi nacin: Pretpostaviti da sistem ima reSenja u obliku x = Le™, y = Me™.
Problem svodimo na algebarski sistem jednacina.
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