LAPLASOVA TRANSFORMACIJA

Ova transformacija je nazvan po francuskom matematicaru Pjeru Laplasu (Pierre-Simon
Laplace, 1749-1827). Uvodenjem ovakvih transformacija, moguce je probleme iz jedne oblasti
matematike prevesti u drugu u kojoj se lakse resavaju. Na primer, resavanje diferencijalnih
jednacina svodi se na resavanje algebarskih jednacina.

1. UVOD

Definicija 1. Neka je f(t) kompleksna funkcija realne promenljive, koja zadovoljava sledeée uslove:

1. Funkcija f (t) zajedno sa svojim izvodima do n-tog reda je deo po deo neprekidna;
2. f(t)=0zat<0;
3. Postoje pozitivni brojevi M i s takvi da je

(1) < Me (t>0).
Takva funkcija predstavlja original.

Definicija 2. Laplaceova transformacija ili slika originala f (t) definisana je sa

+00

L(f@)=F(p)=[ fmedt (Pe0). ()

0
Ovaj integral nosi naziv Laplaceov integral.

Teorema 1. (Konvergencija Laplaceovog integrala) Ako je f (t) original tada Laplaceov integral
(1) konvergira u svakoj oblasti {p: Re(p) > a},gde je a>s.

Dokaz. Neka su ispunjei uslovi iz Definicije 2 i neka je Re(p)>a>s. Tadaje

[F(p)I< [I f(e™ dt= ]I f(t) [ [dt<M [ [dt

Kako je
|e—pt |:| e—(Re(p)+i|m(p))t |:| e—Re(p)t “ e—ilm(p)t |= e—Re(p)t < e—at,

to je
t=+o0

e(s—a)t

M
s-al, a-s’

[F(p)I<M [e“dt=M
0



2. OSNOVNA SVOJSTVA

Teorema 1. (Teorema o linearnosti) Vazi formula
L(cafi(t) + cofa(t)) = cal(fa(t)) + caL(f2(1)),
Gde su ¢y, ¢, proizvoljne konstante.
Dokaz. Po definiciji je:
L(cifa(t) + cofa(t)) = T(lel (t) +c,f, (1)) e™dt
0

Na osnovu osobina odredenog integrala, dobija se:
i@ +c,f, (1) e™dt =c; [f()e™dt+c, [f,()e™dt = cil(fa(t) + col (f2(1)),
0 0 0

Sto ustvari predstavlja dokaz predhodne teoreme.

Teorema 2.  Ako je a proizvoljan kompleksan broj i ako je L(f(t)) = F(p), imamo:
L(e™ f()) = F(p-a).

Dokaz. Primenjujuc¢i Definiciju 2, dobijamo:

L(e® f(t)) = j e™f(t)ePldt = j f(t)e ¥t = F(p-a).

0 0

Teorema 3.(Teorema o sli¢nosti) Ako je k > 01 L(f(t)) = F(p) tada je

L( f(kt)) = %F(Ep)

Dokaz. Kako je

L(f(kt)) = j f (kt) e™dt,
0
stavljajuéi kt = u, dobija se
17 ] 1_(p
L(fkt)) == | f(u e(p“’k)dtz—F(—j,
(k) = = j () Flo
¢ime je teorema dokazana.

Teorema 4. Ako je L(f(t)) = F(p), tada za svaku pozitivnu konstantu a vazi

L( f(t-a)) = e F(p).



Dokaz. Kako je

L(f(ta))= | f(t-a)e™dt,
0
ako uvedemo smenu t—a = u, i vodeci rac¢una o tome da je f (u) =0 za u <0, dobija se:

| fe-aefdt= [ fwerdu=e® | fue™du=e® F(p)
0 -a

-a
Sto je i trebalo dokazati.

Teorema 5. Za a > 0 vazi formula

a

L(f(t+a)) = e®(F(p) - [ f(t)e™dt),

0

gde je L(f(t)) = F(p).

Dokaz. Po definiciji je

+00

L(f(t+a)) = [ f(t+a)e™dt (a>0).

0
Ako uvedemo smenut+a=u (@ <U<+o0), dobijamo

[ft+a)ePdt=[f(u)e™™Pdu=e* [f(u)e*du
0 a a

= & ([ e - [ 1 ean) =e® (F@) - [ 1) ea)

Teorema 6. Ako je original f(t) periodicna funkcija sa periodom T, tada je:

L) = FO) = [ 1 (e el
Dokaz. Imamo
Fp) = [ TOeta= [1oetae [foera

Uvode¢i smenu t =u + T, dobija se:

j ft)edt=¢™ j f(u+T)e™Mdu=egT™ j f(u)e™du=e" F(p), jerjef(u+T)=f(u).
T 0

0



Zadatak 1.1. Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije date graficki.
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Resenje. Funkcija je periodi¢na sa osnovnim delom

1, o0<t<1,
f©) = {—1, 1<t<2.

Stoga je

Lif(®] =

froema = 2o {feracfova) < 20
0 1

1-e2" —e?P ple** -1)

Teorema 7. Ako su funkcija f(t) i njeni izvodi do n-tog reda originalni, tada vazi formula

LEO@)=p L(TO)- > p™ 1),

Dokaz. Primeni¢emo princip matematicke indukcije. Za n = 1, imamo:
L(f'(t))=Tf'(t)eptdt.
Primenom parcijalne integracije biraju¢i u, (t) :e‘ptodt i dv,(t) = f'(t)dt, dobijamo
L(PO)== e 1O+ p ] e "dt =pL®) - 10)
0

Sto znaci da je formula u ovom slucaju tacna. Pretpostavimo da formula vazi za neko n. Slicnom
primenom parcijalne integracije, dobija se:
L(f ™ (t))= j f D (e "dt = e P f ™ (t)\:‘” +p j f ™ (t)ePdt = pLE(t)) — £(0)

0 0

=p (p"L(f(1)) - Z ptE(0)) - ™(0) = p"IL(R(Y)) - i p" £ 4(0).

Prema tome, posto formula i za n+1, zaklju€ujemo da je formula vaZi za bilo koji prirodan broj n.



Teorema 8. Ako je L(f(t)) = F(p), tada je

L(jf(u)du): F(p)

p
Dokaz. Prema definiciji je

J= LU f(u)duJ = TU f (u)du]e‘ptdt.

0\o0

t
Primenom parcijalne integracije biraju¢i u, (t) =J' f(u)dui dy(t)=e"dt, dobijamo

(e " I f(u)du}

—T e’ S 1 0at= j e f (t)dt = Ffop)

Teorema 9. Ako je L(f(t)) = F(p), tada vazi:

L(£'f(t) = (-1)"F™(p).
Dokaz. Kako je po definiciji F(p) = je*p‘ f (t)dt ,diferenciranjem ove jednakosti po p dobija se:
0

F®(p) = (-1)”Tt”e‘m f (t)dt.

3. TABLICA LAPLACEOVE TRANSFORMACIJE

1. Laplaceova transformacija eksponencijalne funkcije nalazi se primenom Definicije 2:

L(e) = [e'ePdt = [e*™dt = Ll (Re(p)>1).
0 0 -
Kako je L(e") = Ll a na osnovu teoreme o sli¢nosti, dobija se:
p_
LE") = t it
a
2. Poznati su slede¢i obrasci:
eiat +e—iat ) eiat _e—iat
cosat= ——— sinat= ———

2 2i

e 4o pd g

ch at =




Prema tome:

ia —ia — 1 1 = P
L(Cosat)=%(L(e )+ L(e t))_ %<p—ia * p+ia>_ p?+a’’

Koriste¢i se identicnom logikom, dobija se:

L(sinat) = = (L(emt) - L( e_lat)) 2i (

L(cosh at) == (L( e + L( e_at)) =

1 )_ p
p+a p’-a?

( "

p—a
1 1 >= a

p+a p’-a?’

L(sinh at) = = (L( edt) — L(e™%)) = -

Pregled Laplaceovih transformacija nekih elementarnih funkcija, dat je tabelarno u nastavku

11 )_ a
p—ia p+ia p?+a?
1

teksta.
Original Slika Ogranicenja
1 tn Tl! n €NO
pn+1
2 t I(a+1) a>—1
3 1 Vn
ve Jp
4 e 1
—a
5 teebt 1“(a +1)
(p b)a+1
6 cos at p
p2 +a2
7 sin at a
p2 +a2
8 cosh at p
pz _ a2
9 sinh at a
pz _ 32




4. INVERZNA LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA

Definicija 3. Inverzna Laplaceova transformacija slike F (p) je original f (t) definisan sa

fO)=LF(p) < LF®)=F(p) (peC). (D)

Odredivanje inverzne Laplaceove transformacije date slike je direktno povezano sa slede¢om
teoremom.

Teorema 1. Ako funkcija f(t) zadovoljava Dirichletove uslove (1)-(2):

1. f(t) je deo po deo neprekidna;
2. f(t) ima konacno mnogo ekstremuma,
i uslov

3. integral I| f (t)| dt je konvergentan,
tada se f(t) moze predstaviti Fourierovim integralom

f(t)= 2—1T[ TT f (u)cos(r(t—u))dudr.

—00—00

Slic¢an integral po sinusu je jednak nuli zbog neparnosti ove funkcije. Stoga je

f(t) :2_171 [ [ fwedudr.

—00—00

Teorema 2(Riemann-Mellin). Ako je L(f(t)) = F(p), funkcija f(t) zadovoljava Dirichletove uslove (1)-

(2) i integral j f (t)e ™dt je uniformno-konvergentan po pravoj {p: Re(p) = s}, tada je
0

S+ioo

f(t):% [F(perdp

Inverzna Laplaceova transformacija f(t) funkcije F(p) definisana je izrazom:

S+ioo

fO=L(F(p)=— [F(pedp

S—ioo

Sto se svodi na proracunavanje krivolinijskog integrala u kompleksnoj ravni. Ovaj postupak
implicira iz Riemann-Mellinove teoreme. Buduci da je ovaj postupak dosta sloZen, za nalaZenje
inverzne transformacije koriste se jednostavnije metode. Kod jednostavnijih funkcija F(p) koristi
se tablica funkcija.



5. PRIMENE LAPLACEOVE TRANSFORMACIJE

Laplaceova transformacija funkcija se moze uspesno primeniti na resavanje obicnih i parcijalnih
diferencijalnih jednacina, diferencnih i diferencno-diferencijalnih jednacina.

5.1. RESAVANJE DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Koriste¢i pravila za nalazenje Laplaceove transformacije pojedinih funkcija, moZzemo
formirati novi metod za resavanje diferencijalnih jednacina i sistema diferencijalnih jednacina.
Za diferencijalnu jednacinu oblika
F(x,y,y',.,y™) =0,
postupak se sastoji u slede¢em:
1. odredi se Laplaceova transformacija svakog ¢lana diferencijalne jednacine;
2. iz tako dobijene algebarske jednacine odredi se resenje F(p);
3. inverznom transformacijom kompleksne funkcije F(p) dobija se trazeno resenje
f(t) polazne diferencijalne jednacine.

Zadatak 5.1.1. Odrediti partikularno resenje diferencijalne jednacine

ylll _ yl — 3(2 _ tZ)’ y(O) — yl(o) — y”(O) =1.

Resenje. Oznacimo sa L(y(t)) = Y(p). Prema teoremi o izvodu, imamo
L(y") =pY(p) —y(0), L") =p*Y(p) —py(0) —y'(0),
L(y'") =p*Y () — p*y(0) — py'(0) — y"(0).
U konkretnom zadatku, vazi
L(y"") = L(y") = 6L(1) — 3L(t?),

tj.,
6 2
(p3Y(p)—p2—p—l)—(pY(p)—l)=;—3p—3-
Odatle
5 4 2
p>+p*+6p—6 6 1
p*(p—1) p* p—1

Primenom inverzne Laplaceove transformacije dobijamo

rm) =17 (5) + 17 (55)

p—1

tj. tacno resenje glasi
y = et +t3.



. Zadatak 5.1.2. Odrediti partikularno resenje diferencijalne jednacine
y"+y=2cost, y(0)=0, y'(0)=-1.

Resenje. Oznacimo sa L(y(t)) = Y(p). Prema teoremi o izvodu, imamo
L") =pY(p) —y(0), L") =p?*Y()—py(0)—y'(0),
U konkretnom zadatku, vazi
L(y'")+ L(y) = 2L(cost),
tj.,

@Y (p) + 1) +Y(p) = =2

p2+1
Odatle
2p 1
(P2 +1)2 p2+1

Y(p) =

Primenom inverzne Laplaceove transformacije dobijamo

@) =1 ()~ ()

Iz tablice imamo

L1 (pzi— 1) =sint.

) =~ (i)

L(t'f(®©) = (-1)"F*(p).

Sa druge strane je

Kako je

Zaklju¢ujwmo da je
L (F'(p))=-tf(t) =tsint.

tj. tacno resenje glasi
y=(t—-1)sint.
Zadatak 5.1.3. Odrediti partikularno resenje sistema diferencijalnih jednacina
x"+y"+x' —y=et x(0) =0, x'(0) =1,
x'—y' +2x+y=e’}, y(0) =y'(0) = 0.

Resenje. Uvedimo oznake L(x(t)) =X(p) i L(y(t)) = Y(p). Primenom Laplaceove transformacije
na sistem dobijamo



p

@*+p) X))+ @* - DY) = mp—

1
P+2)X(p) - (@—-DY() = F 1

Resenje ovog sistema je

_ 2p—1
)= D —De D
3p
RS TCEE VR

Razlaganjem na elementarne razlomke, dobijamo
1 1 1 1 3 1

X(p) = - z ,
P =801 8p+1 2t D

-~ 3 _ 1 A 3 B 1 c 30D
P = o —12 8p—1 4(@-12 8p+1 4(p+1)2 "

Primenom inverzne Laplaceove transformacije, dobijamo resenje pocetnog sistema

(t) = L ht+3t -t
X —4sm 4e ,

3
y(t) = Zt sinht.

5.2. DIFERENCIJALNO- DIFERENCNE JEDNACINE

Diferencijalno-diferencne jednacine su diferencijalne jednacine sa pomerenim argumentom
oblika

F(ty(t —to),y'(t = t1), ., Y (t = tz)) = 0,
gde su ty, ty, ..., t,, dati brojevi. Zadaju se jos i pocetni ili grani¢ni uslovi.

Zadatak 5.2.1. Odrediti partikularno resenje diferencijalno-diferencne jednacine

y'=y't-2)+y(t-4) =t y(0)=y'(0)=0.

Resenje. Oznacimo sa L(y(t)) = Y(p). Prema teoremi o izvodu, imamo

L(y") =pY() —y(0), L") =p*Y(p)—py(0)—y'(0),



Sto zbog pocetnih uslova postaje

Ly® () = p*r(p),

a odatle je
Liy®(t -t ) = e *Ppky(p).
Tako imamo
Ly'(t—2))=e?PpY(p), LO"(t—4))=e*p*Y(p).
Odatle

0= e 5w = () ()
PI= P2 re )~ pr\" " pew) T p k) \pe?

5.3. RESAVANJE PARCIJALNIH DIFERENCIJALNIH
JEDNACINA

U narednom primeru pokazace se kako je mogucée primenom Laplaceovih transformacija
do¢i, relativno jednostavno, don reSenja parcijalnoh diferencijalnih jedna¢ina. Naravno, ovo je
moguce samo u sluc¢ajevima kada su definisani konturni uslovi pa ¢e se ovakav slucaj ovde 1
razmatrati.

Neka je data zica koja celom svojom duzinom leZzi na x-0si , sa jednim krajem u
koordinatnom pocetku a drugim krajem u beskona¢no udaljenoj tacki na pozitivnom delu x-0se.
Onaj kraj koji je u trenutku t=0 bio u koordinatnom pocetku, pomera se duz y-ose tako da je
y=f(t) kada je x=0 1 u trenutku t pri ¢emu je f(t) neprekidna funkcija vremena t i f(0)=0. Potrebno
je dakle odrediti funkciju y(x,t), tj. ortogonalne oscilacije pojedinih tacaka zice oko inicijelnog
polozaja.

Matematicki model tog problema mogao bi se formulisati na slede¢i nacin (uzeto je da je

b? = iz ):
a
Y (X 1) =b%y, (x,1), x>0,t>0 1)
y(%,0) =y, (x,0), x>0 2

y(©.0) = F(©), limy(xt)=0,t>0 3)



Potrebno je odrediti Laplaceovu transformaciju pojedinih ¢lanova diferencijalne
jednacine:

L[y(x.0)] = y(x e ™t =Y(xp)

L If 1= F(p)

L[y, (x.)] =pY (x,p)-y(x,0)

L[y, ()] = p2Y (%, p) = PY(X,0) - ¥, (X,0)
Koriste¢i uslove (1) dobija se:

L[y, (x.t)]= p*Y (x, p)

o0

0? 0% ¢
L X, )= | =—vy(x,t)e Pdt = — | y(x,t)e "dt
[V (60 = | —5¥(x,0) = !y( )

0

L[V (6 )] =Y, (%, P)
Iz uslova (3):
y(0.)=f(t) - L [y(0,t)]= L[f(t)]

Y(0,p)=F(p)

o0

limY (x, p) = Iimjy(x,t)e‘mdt = j limy(x,t)e "dt=0
0 0

limY(x,p)=0

Parcijalna diferencijalna jednacina (1) postaje:

2
GYCP) ooy (x,p) =0
dx
Y(0.p)= F(p), limY (x, p)=0 p>0, b>0

Na ovaj nacin se od parcijalne diferencijalne jednaCine prelazi na obic¢nu linearnu
diferencijalnu jednacinu drugog reda takode sa konturnim uslovima:

k? - p®*b?>=0— k,, =+pb



Opste resenje ove diferencijalne jednacine je:
Y (x,p)=C,(p)e™ +C,(p)e™

)I(imY(x, p)=0 — C,(p)=0

Y(0,p)=F(p) — C,(p)=F(p)
Odatle sledi:
Y(x, p) =e "*F(p)

Inverzna Laplaceova transformacija daje:

y(xt =LY (x p] =L e ™F(p)]
y(x,t) =0 za t <bx

y(x,t) = f(t-bx) zat>bx



