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2 FElementi diferencijalne geometrije i teorije polja

3. KRIVOLINIJSKI | POVRSINSKI INTEGRALI

3.1. Krivolinijski integrali prve i druge vrste.
Grinova formula

Neka je u prostoru E® zadata orijentisana gltka kriva

D = {((t), y(t), 2(t)) : ¢ € [a, 5]} (21)

sa svojstvom da My — My (po krivoj I') <= t; — tg, gde to ity oznacavaju
vrednosti parametra ¢ koje odgovaraju tackama My i M.

Luk neke krive (21), sa krajnjim tackama A i B, oznaci¢emo sa AB.
Pretpostavimo da tackama A i B odgovaraju vrednosti a i b parametra t,

kao i da se luk AB tretiran kao prostorna kriva, moze predstaviti u obliku
(21).

Ako je luk AB krive (21) rektifikabilan, za parametar ¢t moze se uzeti
duzina luka s, pa se u tom slu¢aju moze predstaviti u obliku

r(s) ={(z(s),y(s), 2(s)) : 0 <5 < S}, (22)

pri cemu je A = r(0) i B = r(S). Pri tome upotrebljava¢emo oznaku
v = AB, a za krivu suprotne orjientacije v~ = BA
3.1.1. Definicija. Neka je na tackama r(s) krive v zadata neka funkcija
F. Tada izraz [ F(z,y,z2)ds, odredjen formulom
AB

S
/F(J;,y,z)ds:/F(w(s),y(s),z(s))ds, (23)

AB

naziva se krivolinijskim integralom prve vrste funkcije F' po krivoj AB.

Pored ovako uvedene oznake za krivolinijski integral prve vrste koriste se
jos i sledeée oznake :

/ Flr(s)]ds, / Flr(s)]ds, / F(s)ds.

AB Y il
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Prema ovoj definiciji krivolinijski integral prve vrste funkcije F' po krivoj

AB, svodi se na obi¢an Rimanov integral funkcije zadate na odsecku. Prema
tome na krivolinijski integral prenose se sva svojstva obi¢nog integrala, kao
§to su, na primer, aditivnost, homogenost, linearnost, monotonost, teorema o
srednjoj vrednosti itd. Ovde isticemo neka specificna svojstva krivolinijskog
integrala.

Prema 2.1.5. Definiciji, neposreno se moze zakljuciti da je

/dSZS.

AB

Sledec¢a teorema direktna je posledica dobro poznate teoreme o egzistenciji
Rimanovog integrala za neprekidne funkcije na odsecku.

3.1.2. Teorema. Neka je funkcija F' neprekidna na krivoj v kao funkcija
parametra s. Tada egzistira
/F(s)ds.

Y

3.1.3. Teorema. Krivolinijski integral prve vrste me zavisi od ori-
jentacije krive :

/F(:z:,y,z)ds: /F(:C,y,z)ds.

AB BA

Dokaz. Neka je M = r(s) tacka krive AB i s duzina luka AM. Tada je
o =5—sduzinaluka BM,ar =7r(S—0), 0 <o <5, jedno predstavljanje

krive BA. Ako u integralu (23) uvedemo smenu s = S —o granice se menjaju
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ito0— S, S—0,ads=—do paje
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3.1.4. Teorema. Neka je 7 = {8;}.=10 podela segmenta [0,S], & €
[si—1,8i], As; = 8; — si—1 duZina luka kmve v od tacke r(s;—1) do tacke

T(Si); 1= 1a25'-' ’i07 57’ = maXASi 1L or = Zzz;o F[T(fz)]ASl Ako je
funkcija F[r(s)] integrabilna na odsecku [0, S], tada je

lim o, = /Fds.

6—0

~

Dokaz. Razume se, da je o, integralna suma Rimanovog integrala [ Fds,
v
pa je prema 3.1.2. Teoremi, i formuli (23)

hm oy = /Fds [ |

3.1.5. Teorema. Neka je v orijentisana glatka kriva predstavljena sa
r(t) = {p(t),v(t),x(t);a <t < b} i F = F(t)t € [a,b] funkcija neprekidna
na y. Tada je

b

/F@%ww=/ﬂﬂmwmnm¢wa+WmP+wwmw@@

¥ a

Dokaz. Ovde su ispunjeni svi uslovi za zamenu nezavisno promenljive,
s = s(t) u obi¢nom Rimanovom integralu, pa je

b

/F@%@%Z/fM®WMw@W®#

v a

Medjutim, kako je (videti Primedbu posle 2.1.6. Teoreme)

$(0) = % = o)+ v2(0) + () = VIZOF + WOF + WP,
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3.1.6. Primer. Izracunati integral [ zyzds ako je

AB
. 12 2t\/2t
AB_{($,y,Z)$_t,y—2,Z_\3/>70§t§1}

Resenje. Kako je

=1, y =tz =2,
to, primenom formule (25) imamo

2

1
222
/xyzds:/(t-t -tgﬁj-\/l—l-Qt—{-tQ)dt
0

3.1.7. Primer. Izracunati [ ye “ds, ako je

AB

AB = {(z,y): z=1In(1+1t?), y=2arctant —t, 0 <t < 1}.

2
= . s In2
Resenje. Tz — 5°.

Neka je v = AB orijentisana glatka kriva sa neprekidno diferencijabilnim
predstavljanjem

T‘(t) = {.%' = So(t)ay = w(t)vz = X(t);a <t< b}aA = 'r(a),B = ’l“(b),
pri ¢emu je
o' @) + [ (OF + () > 0,a <t <b.
Ovde je s = s(t) promenljiva duzina luka ali je 0 < s < S, gde je S kompletna

duzina krive v = AB. Ako sa t, kao §to smo i dosad ¢inili, ozna¢imo jedini¢ni
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vektor tangente na krivu, a sa «, 3,y uglove koje zaklapa sa koordinatnim
osama, prema ranije izlozenom je :

t'= cos ai + cos 5}'+ cos ’yE,

gde je
Oé:Oé(S), 5:/8(3)a 7:7(3)70§3§S,
odnosno . ]
_ar _ 9y _dz
cosa(s) = 1o cos [3(s) 15 cos y(s) Is

Za funkcije F(z,y,z2),P(z,y,z2),Q(x,y,z2), R(z,y,z) definisane na skupu

{r(t) : a <t < b} svih tacaka krive v = AB moze se definisati krivolini-
jski integral druge vrste na slede¢i nacin.

3.1.8. Definicija. Integrali

/F(:):,y,z)dx, /F(x,y,z)dy, /F(x,y,z)dz,

AB AB AB

/ P(a,y. 2)dz + Q(a,y, =)dy + Rz, y, =)dz,
AB

definisani po formulama

/F(m,y, z)dx = /F(m,y,z) cos ads

AB

AB
/ F(x,y,z)dy = / F(z,y, z)cos fds

AB AB

/ F(x,y,z)dz = / F(x,y,z)cosvyds

AB AB

/ P(z,y,2z)dx + Q(x,y, z)dy + R(x,y,z)dz =
AB

= /[P(x, y,z)cosa+ Q(x,y,z)cos B+ R(x,y, z) cosy|ds

AB
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nazivaju se krivolinijskim integralima druge vrste po krivoj AB.

Napomena. Integral | P(z,y,z)dz + Q(z,y, z)dy + R(z,y, z)dz defin-

AB
isan na predhodni na¢in naziva se jo§ i kombinovanim krivolinijskim inte-

gralom. Medjutim, prema ranije datoj definiciji integrala vektorske funkcije,
moze se razmatrati kao integral od skalarnog proizvoda sledeé¢ih vektorskih
funkcija:

P(z,y,2)i + Q(z,y,2)j + R(x,y, 2)k,
dai + dy]'—l— dz/;,
gde je

Slede¢a svojstva krivolinijskog integrala druge vrste dokazujemo za inte-
gral tipa

/ F(x,y,z)dx = / F(z,y, z) cos ads,
AB AB
uz napomenu da se na potpuno isti na¢in dokazuju i za ostale integrale date
prethodnom definicijom.
3.1.9. Teorema. Neka je funkcija F = Fr(t)],a <t < b neprekidna na
glatkoj krivoj v = AAB. Tada egzistira

/F(x,y,z)dac: /F(x,y,z)cosads.

AB AB

Dokaz. Posto je v = AB glatka kriva, funkcija t = t(s) (¢ je parametar
krive, a s promenljiva duzina luka ) je neprekidno diferencijabilna na odsecku
[0, 5], pa je i funkcija cosa = ‘fl—f% takodje neprekidna na istom odsecku.

Dakle, prema 3.1.3. Teoremi, sleduje egzistencija integrala

/F(a:,y,z)da:: /F(z,y,z)cosozds.l
AB

AB

Da bi izlozili ostala svojstva krivoliniskog integrala druge vrste potrebno
je najpre obezbediti njegovu egzistenciju. U tom smislu, u daljem tekstu,
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pretpostavi¢éemo da je funkcija F' neprekidna na orijentisanoj glatkoj krivoj
v = AB.

3.1.10. Teorema. Krivolinijski integral druge vrste menja znak u slucaju
kada kriva menja orijentaciju tj.

/F(x,y,z)daz— —/F(a:,y,z)dx.
BA

AB

Dokaz. Neka je o ugao koji obrazuje pozitivno orijentisan vektor tan-
gente na krivoj AB sa x osom, a o’ ugao koji obrazuje pozitivno orijentisan

vektor tangente na krivoj BA sa x osom. Razume se, da je o/ = a + 7, pa

je cos @’ = — cos a. Primenom ovog rezultata u 3.1.6. Definiciji, dobiée se
/ F(x,y,z)dx = / F(z,y,2)cosa’ds = — / F(x,y, z) cos ads.
BA BA BA

Medjutim, kako krivolinijski integral prve vrste ne menja znak pri menjanju
orijentacije krive,

—/F(x,y,z)cosads:—/F(x,y,z)cosads,

BA AB
pa je

/F(x,y,z)dac: —/F(x,y,z)dm.l

BA AB

3.1.11. Teorema.Neka je v = AB orijentisana glatka kriva sa nepre-
kidno diferencijabilnim predstavljanjem

T(t> = {:E = ¢(t)ay = ¢(t)az = X(t);a <t< b}aA = T(a)aB = T(b),
pri cemu je
[P+ OF + X)) >0, a<t<d,
i neka je funkcija F' = Fr(t)],a <t < b neprekidna na krivoj v. Tada je

[ Py e = [ Fleo. 0. 014 (e

- a

AB
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Dokaz. Prema 3.1.6. Definiciji je

S

/F(ac,y,z)da: = /F[x(s),y(s),z(s)]cos a(s)ds.
= 0
AB

Zamenom nezavisno promenljive s = s(¢) na desnoj strani ove jednakosti
/

. . t

imamo da je cosa(s) = 4 = 2 ()

ds — s'(t)? pa je

S
/F[x(s),y(s), z(s)] cosa(s)ds =
0

b

Napomena. Ako je kriva v = AB data predstavljanjem y = y(z),z =
z(x),a < x < b, krivolinijski integral druge vrste izra¢unava se po formuli

b

/F:c,y,z)dx _ /F[x,y(a:),z(:c)]dx.

o a

Slede¢a teorema dokazuje se na potpuno isti na¢in kao i 3.1.4. Teorema.

3.1.12. Teorema. Neka je T = {t;}'= ma koja podela odsecka [a,b],
& 46. [ti_l,ti],Axi =x; —Ti_1 , 1 = 1,2,...,09,0 = maxAx; i 0, =
SiZP Flr(&)|Axi. Ako je funkcija Flr(t)] integrabilna na odsecku [a,b],
tada je

6lim or = /F(x,y, z)dt.

T—0

~

3.1.13. Primer. Izracunati

J = /(x + y)dx + 2zdy + xydz

AB
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duz krive
’Y:{(Sﬂ,y,z) Z[L‘:t, y:t2v Z:3_t}
od tacke A(2,4,1) do tacke B(1,1,2).

ReSenje. Vrednost parametra ¢t u tacki A u oznaci ts dobija se
reSavanjem sistema

t=2,
t? =4,
3—t=1.

Odatle dobijamo t4 = 2. Sli¢no se dobija tp = 1. Kako je jos z; =1, y; =
2t, z; = —1, prema 3.1.11. Teoremi, imamo

J:i/Kﬁ+ﬁy1+2@—¢y2t+t¢2(—nut:—830

3.1.14. Primer. Dokazati da je

/a;ydx + yzdy + zzxdz = 0,

ol

ako je
v=A@,y,2) : [z[+ ]yl =1, z=0}

Slede¢a teorema daje vezu izmedju dvostrukog integrala i krivoliniskog
integrala druge vrste i poznata je kao Grinova formula.

3.1.15. Definicija. Prosto (jednostruko) povezana oblast u E? je svaka
oblast (otvoren i povezan skup) G C E? sa svojstvom da za svaku zatvorenu
krivu, bez tacaka samopresecanja sadrzanu u G, deo ravni E? ogranicen tom
krivom takodje je sadrzan u GG. Usuprotnom oblast je viSestruko povezana.

Na primer, svaka kruzna povrs u E? je prosto (jednostruko) povezana, a
svaka oblast koja je kruzni prsten je viSestruko povezana.
3.1.16. Teorema. Neka su funkcije P(x,y), Q(x,y) i njihovi parci-

oP 0
jalni izvodi 0 8—Q neprekidni u ravnoj oblasti D koja tma za granicu
Y x

(rub) krivu
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sa sledeéim predstavijanjem

AB = {(z,y) 1y = y1(x);a <z < b},
BC = {(z,y) : z = byy1(z) <y < ya(2)},
CE = {(2,9) : y = ya();a < & < b},
EA={(z,y):x=a;y(x) <y <y(x)}

Tada je

/ (z,y)dz + Q(z, ydy—// (ax_ay) dzdy. (25)

Dokaz. Prema poznatoj formuli za izracunavanje dvostrukog integrala
imamo da je

b yz(z) b

/ —dmd :/ / —dy da;—/[P(aj,yg(x))—P(x,yl(a;))]dm

a  |yi(x) a

b
P(m,yg(x))dx—/P(:J;,yl(x))dx.

I
e— .

Kako je
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to je
// gpd:cdy— —/P(m,y)dx— /P(m,y)dm
Yy
b AB BC
- [ Pads— [ Payis = - [ Py
CE BA r
odnosno op
/P(a:,y)da; = —// 8—yda:dy.
r D

Na slican nacin se dokazuje i ta¢nost jednakosti

F/Q(fﬂay)dyz é/ gigdﬂ:dy-

Odatle, onda, sledi formula (25).H

Napomene. U vezi predhodne teoreme treba istaéi sledece :

(a) Kriva I" koja je rub oblasti D je deo-po-deo glatka kriva, a integral na
levoj strani formule (25) uobicajeno se oznacava sa

%P(w, y)dr + Q(z,y)dy.

r

(b) Ako pored uslova sadrzanih u 3.1.15. Teoremi, za funkcije

P(z,y), Qz,y)

vazi joS
oP 0Q
D: —=—

onda je za svaku zatvorenu krivu I' C D.

/P(w,y)d:c + Q(z,y)dy = 0.
r

3.1.17. Teorema. Neka su funkcije P(x,y), Q(x,y) i njihovi par-

cijalni izvodi 9 Pw neprekidni u svim tackama jednostruko povezane,
Yy x
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zatvorene i ogranucene oblasti G C E? i neka je v proizvoljna zatvorena
kriva sadriana u G. Tada je

P
/P(fv,y)dﬂf+Q(w7y)dy =0 < V(z,y)eD: gy = gj
gt
gde je D deo ravni ogranicen krivom -y.
P
Dokaz. Tvrdjenje V(z,y) € D : gy gcj = fP z,y)dx+ Q(x,y)dy

0 je direktna posledica Grinove formule, a za suprotm smer teoreme po
Grinovoj formuli imamo jednakost

O—/P:Uyd:v+Qxydy—//<8Q—6P>dmdy.

Ako se na jednakost

[

primeni 1.1.24. Teorema iz glave o integralima, dolazi se do uslova

0P 8@
V(z,y) € D: a—y (9:10

3.1.18. Primer. Izracunati

I=f(my+:v+y)dm+(:vy+x—y)dy,
Y

ako je
7:{(:r,y,z):x2+y2:ax, z=0, (CL>O)}

ReSenje. Ovde je kriva v kruznica sa centrom u tacki (%,0), a

poluprecnik joj je %. Oblast D ¢ija je granica (rub) kriva « je

{@y): @= 52+ < 5
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Primenom Grinove formule imamo

I://(y—l—l—x—1)dxdy://(y—a:)dxdy
D

D

a Vaxr—x?
= /dw / (y — x)dy

0 —Var—z2

" 2 Vaxr—x?
= /d:p <y - >

Yy
2 —var—x?
0

a

= —2/1:\/ ax — x%dx

0
3

m™a
=5 !

Citaocu preporucujemo da dodje do istog rezultata neposrednim izracuna-
vanjem naseg integrala.

3.2. Povrsinski integrali prve i druge vrste.
Formula Gaus-Ostrogradskog

Neka je

S ={r(u,v) : (u,v) € D},

={z=a(u,u), y =y(u,v), 2= z(u,v) : (u,v) € D}
neprekidno diferencijabilna glatka povrs, pri cemu se povrsina zatvorene
ravne oblasti D moze izracunati integracijom (kvadrabilna oblast). Kao

Sto je uobicajeno sa E, G, i F oznatimo koeficijente prve kvadratne
forme povrsi S. Neka je u svakoj tacki (z,y,z) € S definisana funkcija

®(z,y,2) = ®(2(u,v),y(u,v), 2(w,v)) : (u,v) € D.
3.2.1. Definicija. Integral [[ ®(xz,y, z)dS definisan jednakoscéu
S

/ / (2,1, 2)dS = / / (x(u, ), y(u,v), 2(u, v))V/EG — Fodudv,  (26)
S D
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naziva se povrsinskim integralom prve vrste.

Kako je, prema formuli (26), povrsinski integral prve vrste definisan
vigestrukim (dvostrukim) integralom, egzistencija i svojstva ovog integrala,
neposredna su posledica, egzistencije i svojstava integrala na desnoj strani
formule (26). Tako, na primer, ako je funkcija ®(x,y, z) = 1 u svim tackama
(x,y, z) neprekidno diferencijabilne glatke povrsi S, prema (26) imamo

//dS://\/mdudv:uS.

Radi uvodjenja povrsinskog integrala druge vrste potreban je pojam
strane povrsi koji je analogan pojmu orijentacije krive.

Neka je S glatka povrs i My njena unutrasnja tacka (tj. tacka povrsi koja
ne lezi na njenoj granici). Oznac¢imo sa ¥ jedini¢ni vektor normale povrsi
S u tacki My i smatrajmo da je normala orjentisana u smeru vektora o.
Pretpostavimo da zatvorena kriva ~ prolazi kroz tacku My, lezi na povrsi
S i nema zajednickih tacaka sa njenom granicom. Pretpostavimo, zatim,
da vektor 7 stalno ”pomeramo” iz tacke My duz krive ~ tako da je vek-
tor U/ stalno normalam na S i da se njegov pravac pri tom kretanju menja
neprekidno. Kako je vektor 7 stalno normalan na povrsi S, to postoje sledeée
dve moguénosti.

Ako obilazak po ma kojoj zatvorenoj konturi 7, koja lezi na povrsi S i
nema zajednickih tacaka sa njenom granicom, ne menja smer normale na
povrsi S onda se (glatka) povrs S naziva dvostranom povrsi.

Slika 7

Ukoliko, medjutim, na povrsi S postoji zatvorena kontura, pri ¢ijem
obilazenju se pravac normale menja u suprotan, to se povrs S naziva jednos-
tranom.

Kod dvostranih povrsi, otigedno, izborom orijentacije normale, izabrana
je odredjena (odgovarajuéa) strana povrsi.

Primeri dvostranih povrsi su ravan, gde se (osim kada je paralelna sa z-
osom) moze govoriti o gornjoj i donjoj strani, i sfera, gde se moze govoriti
o0 spoljnoj i unutrasnjoj strani. Dvostrana je, i svaka glatka povrs sa (ek-
splicitnom) jednac¢inom z = f(z,y), gde se moze govoriti o gornjoj strani
povrsi, odredjenoj normalnim vektorom 7, koji zaklapa oStar ugao sa z-
osom, i domjoj strani povrsi, odredjenoj vektorom 7is koji zaklapa tup ugao
sa z-osom.
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Povrs S na kojoj je izabran jedini¢ni vektor 7 oznacavacemo sa ST, a tu
istu povrs na kojoj je izabran jedini¢ni vektor — oznacavaéemo sa S~ .

Najprostiji primer jednostrane povrsi je tzv, Mebiusov list. On se moze do-
biti od pravougaone trake ABCD papira. Spajanjem duzi AD i BC, ali tako
da se tacka A spoji sa tackom C, a tacka B sa tatkom D. Kod Mebiusovog
lista, iduéi, na primer, po srednjoj liniji, smer normale menja se u suprotnom
pri povratku u bilo koju tacku (slika 8).

Slika 8

Kod dvostranih povrsi, moze se govoriti o orijentaciji granice usaglasenoj
sa izabranom stranom povrsi. Naime, pri izbornoj strani povrsi (odnosno
vektora njene normale), pozitivnim se smatra onaj smer obila v zenja granice
I' povrsi S pri kome izabrana strana povrsi S ostaje "levo” od krive I'.
Suprotan smer se smatra negativnim (u odnosu na izabranu stranu povrsi).

Pre nego sto damo definiciju povrsinskog integrala druge vrste, podsetimo
se formula za vektor 77 normale i jedini¢ni vektor I na povrsi S koja je zadata
jednakoséu

ﬁ:

gde su 4, j, k jedini¢ni koordinatni vektori. Ako sa «, 8, oznacimo uglove
koje vektor ¥ zaklapa sa pozitivnim smerovima koordinatnih osa, prema
ranije izlozenom je :

7 = cos ai + cos (3] 4 cos wlg,

gde je

Q= a(”?”)aﬁ = 6(“)1})’7 = ’Y(U,’U), (ua U) €D,

odnosno
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0(y,z)

I(u,v)
VEG — F?’

35
cos B(u,v) = \/ﬁa
o(z,y)
O(u,v)

VEG — F2’

Neka su u svim tackama neprekidno diferencijabilne, komplanabilne
povrsi

cos a(u,v) =

cosy(u,v) =

S = {#(u,v) : (u,v) € D},
={z = 2(u,u), y = y(u,v), z=2(u,v) : (u,v) € D},

definisane funkcije ®(x,y, 2), P(z,y, 2), Q(x,y, 2), R(x,y, 2).

3.2.2. Definicija. Integrali

//‘P(I7y72)d:rdy, //@(%y,Z)dxd%
S+ S—

// P(z,y,z)dxdy + Q(z,y, z)dxdz + R(z,y, z)dydz,
S+

definisani formulama

//@(w,y,z)dﬂvdy = //@(m‘,y,z) cosydS

ST S

//@(a:,y,z)dazdy = //@(az,y,z) cos(m — y)dS
5- S

// P(z,y,2)dydz + Q(x,y, z)dzdz + R(z,y, z)dxdy =

S+

= [P 050+ Qa2 cos 5+ Ry 2) conslas
s

nazivaju se povrsinskim integralima druge vrste po povrsi S.
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Prema ovoj definiciji neposredno sledi da povrsinski integral druge vrste
menja znak ako povrs .S promeni orjentaciju.

Razume se da povrsinski integral druge vrste egzistira u slucaju kada je
funkcija ® neprekidna na povrsi S.

Integral

/ P(z,y,2)dydz + Q(x,y, z)dzdz + R(z,y, z)dxdy =

= //[P(a:, y,z)cosa + Q(x,y, z) cos f + R(z,y, z) cosv]|dS,
s

je povrsinski integral prve vrste od skalarnog proizvoda vektorskih funkcija

P(z,y,2)i + Q(z,y,2)] + R(z,y, 2)k

J = cos ai + cos 3] 4 cos ’yE.

Slede¢e formule odnose se na izrac¢unavanje povrsinskog integrala druge
vrste u zavisnosti od na¢ina na koji je povrs S zadata.

Neka je glatka povrs S zadata na stlandardni nac¢in

S = {#(u,v) : (u,v) € D},
={z =a(u,u), y = y(u,v), z = z(u,v) : (u,v) € D},

Posto je dS = VEG — F2dudv, to je

// x,y, z)dxdy = // x,y,z) cosydS

// (u,v),y(u,v), z(u,v)] cosyy EG — F2dudv

= //<I>[:U(u,v),y(u,v),z(u,v)]ggz’iidudv.
D

Dakle, mozemo skraceno zapisati

S//cpdxdy:é/cpggz z)d d
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// Sdrdy = —é/@ggiigidudv.

S—

odnosno

Ako je povrs S zadata eksplicitno neprekidno diferencijabilnom funkcijom
z= f(z,y), (z,y) € D, imamo sledece formule :

J[ #w2is = [[ oy @)1+ 12+ ey,
S D

[ ep 2oty = [ [ 0Gav. 5.z,
S+ D
//@(;U,y,z)dmdy = —//fl)(:c,y,f(m,y))dmdy.
S- D

Napomena. Povrsinski intrgrali prve i druge vrste, mogu se definisati
i preko integralnih suma analogno krivolinijskim integralima prve i druge
vrste.

3.2.3. Definicija. Neka je S = {S;}!=F deo po deo glatka povrs i
®(z,y, z) funkcija definisana u svim tackama povrsi S. Tada je

[[ wis- z // 345,

3.2.4. Definicija. Neka je S = {S;}{=} orjentisana deo po deo glatka
povrs, ST jedna njena strana i ®(x,y, z) funkcija definisana u svim tackama

povrsi S. Tada je
i=k
// Pdxdy = Z// Pdxdy,
e i=1 pt
i=k
/ / Ddydz =) | / / ddydz,
i=1 p

S+

1=k
/ / ddzdr = Z / / ddzdz.
s+ =t
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Sledec¢a teorema daje vezu izmedju povrsinskog integrala druge vrste i
trostrukog (trojnog) integrala, a poznata je kao teorema Gaus - Ostrograd-
skog. Inace ova teorema, kao $to ¢e se docnije videti, moze se formulisati u
terminima teorije polja kao §to su protok i divergencija.

3.2.5. Teorema. Neka su funkcije P(x,y,z), Q(z,y,z), R(z,y,z2)

neprekidne zajedno sa svojim parcijalnim izvodima g—i, %, %—f u zatvo-

renoj oblasti V' koja ima za granicu (rub) orijentisanu deo po deo glatku
pours S. Tada je

P
// Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = /// (8 @ + (ZR> dxdydzx,

— // Pcosa+ Qcosf3+ Rcosy)dS (27)

/// <8P @ + i;f) dxdydz,

gde su «, B3, v uglovi spoljne normale sa koordinatnim osama, a povrsinski
integral se izracunava po spoljnoj strani povrsi S.

Dokaz. Bez umanjenja opstosti dokaza mozemo pretpostaviti da je V
"cilindar” ogranic¢en povrsinom S = 57 U Sy U S5 gde je

S = {(xa% Z) tR= zl('%!/)? (-ﬁ,y) € E},

SQ = {(.’L’,y, Z) e = 22(x7y) > 2’1(1',:[/);(.%',3/) € ﬁ]’?

Ss je "omotac” od svih pravih paralelnih sa z osom koje prolaze kroz rub
0D oblasti D.

Ovde treba istaci da su funkcije 21 i 22 neprekidno diferencijabilne na
kvadrabilnoj oblasti D.

Prema poznatoj formuli za izracunavanje trojnog integrala imamo

z2(2,y)

[ i f o[

z1(z,y)

/// o vz = / [1RG.y. 22(0,) = Rz, 21 (o) dady,

£,
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pa je

/// drdydz = // x,y, z2(x,y))dedy — / R(z,y, z1(z,y))dzdy.

Prema uvedenoj orjentaciji povrsi S imamo da je

// (z,y,z2(x,y) da:dy—/ R(x,y, z)dxdy
// (z,y,2z1(x,y))dzdy = — /R:cy, )dxdy.

/ R(z,y, z)dxdy = 0,

Kako je

dobijamo

// —dxdydz = // Rdxdy + // Rdxdy + // Rdxdy
1 Sz Sg
= // Rdzdy.
s

Prema tome,
// dxdydz—/ R(z,y, z)dxdy.

Analognim postupkom nalazimo

/// dxdydz = // x,y, z)dydz,
// —dxdydz —/ Q(x,y, z)dzdzx.

Sabiranjem poslednje tri jednakosti dobijabo

P
// Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = /// (8 @ + (2R> dxdydx. 1
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Ukoliko oblast V' iz E® nije ”cilindar” u prethodnom smislu, saglasno defini-
ciji oblasti, potrebno je takvu oblast dekomponirati na kona¢no mnogo
opisanih cilindara pa na svaki od njih primeniti izlozeno rezonovanje.
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4.2. Cirkulacija i protok (fluks). Formula Stoksa
4. ELEMENTI TEORIJE POLJA | KLASIFIKACIJA

4.1. Skalarno i vektorsko polje

Uobic¢ajeno je u fizickim i tehnickim nakama da se prostor u kome se oseca
dejstvo neke veli¢ine naziva poljem. Ako je ta veli¢ina skalar, to je skalarno
polje; ako je vektor - to je wektorsko polje. U tom smislu dajemo nekoliko
primera.

Polje temperatura nekog tela T', polje osvetljenosti nekog dela prostora G
i polje gustine mase nekog tela su primeri skalarnog polja.

Vektorska polja su, na primer, polje brzina stacionarnog (tj. nezavisnog
od vremena) toka tecnosti; polje teze (ili gravitaciono polje), elektrostaticko
polje itd. Polje teze i elektrostaticko polje su primeri tzv. polja sile, isto kao
i magnetno polje.

Navedeni primeri jasno ukazuju da se u prvom slucaju radi o skalarnim
funkcijama tri promenljive definisnim na nekom delu trodimenzionlnog eu-
klidskog prostora E3, a u drugom, o vektorskim funkcijama takodje defin-
isanim na nekom delu euklidskog trodimemzionalnog prostora E>. Ako pri-
hvatimo da pod pojmom prostor u vizuelnom smislu podrazumevamo euk-
lidski trodimenzionalni prostor E3 onda se ova dva pojma mogu definisati
na sledeéi egzaktan nacin.

4.1.1. Definicija. Neka je svakoj tacki (z,y,z) iz oblasti G C E3
pridruzen po jedan

(a) realan broj u(z,y, z),

(b) vektor @ = a,(x,y, z)?—% ay(z,v, z)j+ a,(x,y, z)E

Tada se kaze da je u ublasti G definisano

(a) skalrno polje u = u(x,y,2), (v,y,2) € G C E3,

(b) vektorsko polje

= as(x,y,2)i + ay(2,y,2)] + a(z,y,2)k, (2,y,2) € G C B

Napomena. Bududéi da je vektor polozaja tacke (z,y,2) € E3
F=ai+yj+ 2k,
za funkciju v = u(z,y, z) upotrebljava se i oznaka

u = u(F).
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Praktic¢ni razlozi dovode do potrebe da se posmatrajuitzv. ravnaskalarna
polja, tj. polja kod kojih je oblast G deo neke ravni.

Primer ravnog polja je osvetljenosti nekog dela ravni, stvoreno nekim
svetlosnim izvorom.

Iz prakti¢nih razloga, smatracemo da su funkcije

u(z,y, 2), azx(z,y,2), ay(z,y,2), a(z,y, 2),

iz 4.1.1 Definicije, neprekidne zajedno sa svim svojim parcijalnim izvodima
prvog reda.

Radi sticanja $to preglednije slike o polju v = u(z,y, 2); (x,y,2) € G,
mogu se koristiti tzv. nivo-povrsi ili ekviskalarne povrsi polja. Inace, nivo
pours polja je skup tacaka S u oblasti G u kojima polje u(z,y, z) ima datu
fiksiranu vrednost C.

Po definiciji, jednac¢ine nivo-povrsi su u(z,y, z) = C, gde C prolazi skup
realnih brojeva. Kroz tacku M (z1,y1,21) oblasti G prolazi jedna i samo
jedna nivo povrs, i to ona ¢ija je jednacina u(z,y, z) = u(xy,y1,21). Odatle
sledi da nivo-povrsi Sy : wu(z,y,z) = Cy 1 Sy : u(x,y,z) = Cy nemaju
zajednickih tacaka za Cy # (5, kao i da je unija svih nivo-povrsi jednaka
oblasti G u kojoj je polje u(x,y, z) definisano.

Ispitivanje skalarnog polja analitickim postupkom moze, kao i kod funkcija
uopste, zapoceti izu¢avanjem njegovih lokalnih svojstava, tj. ispitivanjem
promena polja u = u(M),M € G, pri pomeranju iz neke fiksne tacke M
prema njoj bliske tacke M.

4.1.2. Definicija. Neka je M, fiksirana t¢ka u oblasti G u kojoj je
definisano skalarno polje u = u(M) : M € G, i M tacka u oblasti G takva

_—

da vektor MyM ima isti pravac i smer kao neki fiksirani vektor a. Ako sa
s(MoM) = h, oznac¢imo duzinu duzi MyM, imamo M — My < h — 0.
Konac¢na grani¢na vrednodt

o SO0 —u(Mo) () — u(M)

h—0 h M—My  s(MoM)

(ukoliko ona egzistira) naziva se izvodom skalarnog polja uw = u(M) u tacki
My u praveu a, i oznacava se sa 2%

da”
4.1.3. Teorema. Ako vektor d obrazuje sa koordinatnim osama uglove
. ou . . : o
a, 8,7, onda se izvod 90’ tj. izvod polja u(x,y, z) u praveu a, izrac¢unava po
a

formuli

a = o COS (¢ ay COS 92 COos 7,
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ou ou du ou
Oa’ Ox’ Oy 0z
u tacki Mo(wo,yo, ZO)-

gde su izvod u pravcu, odnosno izvodi funkcije u(x,y, z)

Dokaz. Kako je dy = cos o + cos ﬁj—i— cos ’yE, jediniéni vektor vektora a,
to je
— - o o
MoM = hdy = hcosai + hcos 37 + hcosk,

pa tacka M ima koordinate
xo + hcosa, yg+ hcosf, zg+ hcosy.
Otuda je

u(M) — u(Mo) =
= u(xg + hcosa,yo + hcos 3, zg + hcosy) — u(xo, Yo, 20)

i, na osnovu toga (jer funkcija u(z,y, z) je diferencijabilna),
u(M) —u(My) = hg—z cos o + hgz cos 3 + h% cosy + h-e(h),

gde e(h) — 0, kad h — 0. N ataj nacin, imamo

da  h—o0 h

= %111% (gzcosoﬂr chosB+ g:bcos'y+e(h)>

ou ou
= —cosa+ —

Ju
o 3y cos 3 + % cosv.l

4.1.4. Definicija. Vektor

dus o ou
oz Gy] 0z’

Cije su projekcije na ose Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema jed-
nake parcijalnim izvodima funkcije u(x,y, z) u tacki My(xo, yo, 20), naziva se
gradijentom skalarnog polja u = u(x,y, z) u tacki My(zo, Yo, 20), 1 0znacava
se sa grad u(My).
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Slika 9
Na taj nacin, imamo (slika 9)

ou- Ou- Ou-

My) = — — —
grad u(My) 8xz+ 8y‘7+ sz’
kao 1
@ = grad u - @
aa _g 0-

Uvodjenjem simbola nabla, V = Z% + ja% + E% mozZemo napisati :
grad u = Vu,

gde na desnoj strani ove jednakosti stoji ”proizvod” simbolickog vektora
nabla i skalarne funkcije .

Upotrebom gradijenta, jedini¢ni vektor normale 7/ na ekviskalarnoj povrsi
(nivo-povr$i) S, skalarnog polja u = u(z,y, 2) : (z,y,2) € G C E3, moze se
izracunati po sledecoj formuli

. gradu
V= -"——.
lgrad ul

U cilju analize vektorskih polja definisu se specijalni geometrijski oblici
koji omoguéavaju ovu analizu, a u isti mah nalaze primenu u prirodnim
naukama. Ti geometriski oblici su : wvektorske linije i solenoid (vektorska
cev).

4.1.5. Definicija. Kriva £ u oblasti G naziva se vektorskom linijom
polja @ = a(M),M € G, ako u svakoj tacki M krive £ vektor d(M) ima
pravac tangente ¢ na krivu £ u tacki M.

U slucaju kada je, na primer, re¢ o polju brzina stacionarnog toka te¢nosti,
vektorske linije su u stvari, putanje ¢estica te¢nosti.

Iz predhodne defincije sleduje da je u proizvoljnoj tacki M vektorske linije
vektor @(7) kolinearan sa diferencijalom dr vektora polozaja 7 tacke M.
Uslov ove kolinearnosti je

di x @ = 0 = dF = ddt. (28)

Kako je
dr' = (dz,dy, dz),

a(r) = (az(z, 9, 2), ay(z,y, 2), az(x, u, 2)),
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vektorskoj jednacini (28) odgovara sistem diferencijalnih jednacina

dx _ dy _ dz 7 (29)
ax(x,y,z) ay(xayaz) az(%y,z)

koji se moze napisati u obliku

dx dy dz

E :az(mayv'z)v E :ay(:n,y,z), df

‘ = az(x7y7 Z)‘

Integracija ovoga sistema diferencijalnih jedna¢ina omogucéuje konstrukciju
skupa integralnih krivih vektorskog polja. Ovaj skup je skup vetorskih linija,
uz uslov da su ispunjeni uslovi za egzistenciju i jedinstvenost resSenja sistema

(29).

4.1.6. Definicija. Pod wvektorskom cevi polja @ = @(M),M € G, po-
drazumeva se deo F' oblasti G ogranic¢en sa povrsi S takvom da je normala

na povrs S u svakoj njenoj tacki M normalna na odgovarajuéi vektor polja
a(M) (slika 10).

Slika 10

Prema ovoj definiciji vektorske cevi F' polja d@ proizilazi da njegove vek-
torske linije ne mogu seéi povrs S kojom je ta cev ogranicena, kao i da je
sama povrs S sastavljena od vektorskih linija. Drugim re¢ima, svaka vek-
torska linija polja @ ili je cela u cevi F' ili je cela izvan nje, tako da se vektorska
cev F moze tretirati kao deo oblasti G sastavljen iz celih vektorskih linija.

Inace, u sluc¢aju, na primer, polja brzina toka tecnosti, vektorska cev je
deo prostora koji u svom kretanju predje neki uoceni deo tecnosti.

Integracijom sistema diferencijalnih jednacina (29) jednacine skupa vek-
torskih linija glase

¢1($,y,2) :Cla 1,[12(‘%,?/,2) :Cz'
Jednac¢ina vektorske cevi moze se dobiti izborom proizvoljnog podskupa

koji pripada skupu vektorskih linija, tj. postavljanjem proizvoljne relacije
izmedju integracionih konstanti C; i Cs u obliku

(p(ch 02) =0« (P(wl (1:7 Y, 2)7 ¢2($7 Y, Z)) =0.
Ova relacija je opste reSenje linearne homogene parcijalne jednacine

aw(l'ayaz)% + ay(x,y,z)a—y + az($7y¢ Z)% - 07
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a nadjene jednacine vektorskih linija su jednacine njenih karakteristika.

Sa svakim skalarnim poljem u = w(M); M € G, istovremeno je zadato i
jedno vektorsko polje, i to polje koje svakoj tacki M € G korespondira vektor
a = grad u. Vektorsko polje @ sa svojstvom da je gradijent nekog skalarnog
polja u, ina¢e ima i poseban naziv, kap S$to se vidi iz sledece definicije.

4.1.7. Definicija. Vektorsko polje @ = @(M); M € G, je potencijalno ako
egzistira skalarno polje u = u(M); M € G, takvo da za svaku tacku M € G
vazi d(M) = grad u(M). Pri tome skalarno polje u naziva se potencijalom
vektorskog polja a.

Ako je polje @ potencijalno, onda je njegov potencijal u oderedjen jed-
noznac¢no do na jednu konstantu. Preciznije, ako su u i v potencijali jednog
istog vektorskog polja @, onda postoji konstanta C' takva da za svaku tacku
M € G vaziv—u = C, odnosno v = u + C.

Zaista, ako je @ = grad u = grad v onda je grad (u —v) = 0. Na osnovu
toga je % = 0 za svaki pravac a, a iz toga je u — v = C, gde je C
konstanta.

4.1.8. Definicija. Neka je polje d(ay,ay,a,) diferencijabilno u nekoj
tacki (x,y, z) iz oblasti G. Broj

Oay 4 % 4 Oa
Ox oy 0z’

naziva se divergencijom vektorskog polja @ u tacki (z,y, z) i oznacava se sa

Simbolicki divad moze biti zapisana kao skalarni proizvod simbola V i
vektora @ :
divad =V - d.

4.1.9. Definicija. Vektor sa koordinatama

da, Oay, Oa, Oa, Oa, Oay

oy 0z 0z ox ' Ox oy

naziva se rotorom vektorskog polja @ = d(M); M € G i oznacava se sa

ot G — Gazi% iy 8%78% 7o %78% i
9y 0z 0z oz )7 Ox oy )
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Primenom simbola V rotor oznac¢a vamo kao sledeéi vektorski proizvod
R B
7 77— | 0 o) o)
rota =V x a= 35 By 2
ay Gy G

Popis osnovnih pojmova u vektorskom polju kompletira se pojmovima

cirkulacije i protoka koje dajemo u nastavku.
4.2. Cirkulacija i protok (fluks). Formula Stoksa
4. ELEMENTI TEORIJE POLJA | KLASIFIKACLJA

4.2.1. Definicija. Neka je v zatvorena deo-po-deo glatka kriva u oblasti

G vektorskog polja @ = (ay,ay,a.); (z,y,2) € G. Intrgral

%amdx +aydy +a.dz,

ol

naziva se cirkulacijom vektorskog plja @ po krivoj v i oznacava se sa

C= %c‘i- dr, dr = (dz,dy,dz).
v

Napomena. Neka je v orjentisana glatka kriva, ¢ = (cos a, cos 3, cos7y),
s promenljiva duzina luka, a Pr;d algebarska vrednost projekcije vektora @

na tangentu. Tada je
7{&'- dr = fPTt{ids.

v Y

I

Zaista,
}1{ - dr = faxdx + aydy +a.dz
¥

8!
= %(am cosa + a, cos 3 + a, cosy)ds

¥
:j{&'-f‘s:%f’rgds.
¥

v
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4.2.2. Definicija. Neka je S orjentisana deo-po-deo glatka povrs,
sadrzana u oblasti G vektorskog polja @ = (ag,ay,a.);(z,y,2) € G, a v
-jedini¢ni vektor normale, kojim je izabrana strana St povrsi S. Integral

//c?-ﬁdS
S+

naziva se protokom vektorskog polja @ kroz povrs S i oznacava sa

— —
@://a’-ds, dS = vds.
S

Polazeéi od relacije @ - ¥ = Przd, integral kojim se definiSe protok moze

se zapisati u obliku
—
/c‘i-dS: //Pr,;c?dS.
s s

4.2.3. Primer. Izracunati cirkulaciju vektorskog polja @ = yZZ— xzf+

22k duz deo-po-deo glatke krive «y orjentisane u smeru suprotnom od kretanja
kazaljke na ¢asovniku, a koja je nastala presecanjem paraboloida x? 4 22 =
1 — y sa koordinatnim ravnima u prvom oktantu.

ReSenje. Oznacimo sa B, C, D preseke posmatranog paraboloida sa
nenegativnim delovima koordinatnih osa. Tada je

—~ —~ —~

~v=BCUCDUDB,

gde je
BC = {(z,y):2? =1—-y,0 <z <1}

CADZ{(?J?Z):l—y:zz,nggu;
5B:{($,z):x2+z2:1,0§x§1, 0<z<1}.

Prema definiciji cirkulacije i aditivnhom svojstvu, po putanji, krivoliniskog
integrala, imamo
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gde je t jediniéni vektor tangente respektivno na lukovima BC, CD, DB.

Kako je na luku BC = {(x,y) : 22 =1 —y,0 < x < 1}, 2 = 0 to za jediniéni
vektor tangente imamo

- —f+2a:j
t= —=ANds =1+ 4x2dx,
V14422

pa je

1 - -
o 2 - —i+2x)
a-tds = 1— 2232 — 22 e 1+ 4z2dx
/ 0/[( R

pa je

4.2.4. Primer. Izracunati protok vektorskog polja
= (x—22)i+ (32 —42)] + bz + y)k
kroz spoljnu stranu cele povrsi piramide sa temenima

M(1,0,0), N(0,1,0), P(0,0,1), O(0,0,0).

Resenje. Oznacimo sa S povrs posmatranog tetraedra. Tada je

S = S(AMNP)US(ANOP)U S(APOM) U S(AMON),
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pri ¢cemu povrs§i posmatranih trouglova nemaju zajednickih unutrasnjih
tacaka. Primenom aditivnog svojstva povrSinskog integrala, u odnosu na
oblast integracije, trazeni protok (fluks) iznosi

@z//d’-ﬁdS: // a-vdS+
S+

S(AMNP)
// a-vdsS + // a-vdS + // a-vds,
S(ANOP) S(APOM) S(AMON)

gde je v jedini¢ni vektor normale respektivno na povrsima.
S(AMNP), S(ANOP), S(APOM), S(AMON).
Za trougao M N P ocigledno vazi
z+y+2—1=0, 0<zxz<1l, 0<y<L1l—u,

pa je

o grad u
V= ——
+|grad u|’

gde je u = x + y + z — 1. PoSto normala na AM N P zaklapa oStar ugao sa
z- osom, i kako je grad u =1+ j + k, to je

i+j+k

V3

Imajuéi u vidu da je projekcija trougla M N P na ravan xOy trougao M NO,
dobijamo da je

J[ e J] s

S(AMNP) S(AMNP)

= // 2x+y+1_x_y\/§dazdy

V3

U=

A dS = /3dxdy.

S(AMNO)
1 1—x

// (:v+1)d:cdy=/(a:+1) /d,y da::/l(l—xQ)dz::;
0

S(AMNO) 0 0
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Kako je, dalje, na povrsi S(ANOP) : UV = —i, to imamo

a-vdS = // (2z — z)dS.
S(ANOP) S(ANOP)
Imajuéi u vidu da je na povrsi S(ANOP) : z =0, dS = dzxdy, 0 < y <

1, 0 <2z <1-—y, kao i da je projekcija trougla NOP na ravan yOz sam taj
trougao, dobijamo

1 1-y
1
// (2z — 0)dzdy :/ / 2zdz | dy = 3
S(ANOP) 0 0
Dakle,
1
a-vdS = -.
a-v 3
S(ANOP)
Na slican nacin se dokazuje da je :
1
a-vdS = —
a-v 5
S(APOM)
odnosno,
a-vdS = —1.
S(AMON)
Otuda je

2 1 1 1
o — i-7dS="4+-4+-—-1=-—.
//a vdS 3—1—3—1—6 6‘
S+

Ovaj zadatak bi¢e ponovo resen primenom formule Gaus-Ostrogradskog koju
¢emo najpre interpretirati primenom uvedenih pojmova iz teorije polja.

4.2.5. Teorema.Neka je d = (az,ay,a;), (z,y,2) € G vektorsko polje
i D zatvorena oblast ogranicena zatvorenom povrsi S sadrzana u G. Ako

egzistira integral
o —
P = / / a-ds,
S
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1 ako je div d neprekidna funkcija na D, tada je

—
o~ [[a-d8= [[[ diwaap.
S D

gde je dD = dxdydz element zapremine v(D).

Ova teorema je ranije dokazana skalarno, a sada dajemo njenu primenu
na predhodnom primeru.

4.2.6. Primer. Izracunati protok vektorskog polja
a=(x—22)i+ (32 —42)j + 5z + y)k
kroz spoljnu stranu cele povrsi piramide sa temenima

M(1,0,0), N(0,1,0), P(0,0,1), O(0,0,0).

ResSenje. Primenom formule Gaus-Ostrogradskog, imamo

.
QD://&'-dS:///div&’dxdydz.
S D

O(x—2z) 0(3z—4x) O(bz+y) _ .
oz + oy + Oz L= 1’ to Je

Kako je div d =

T l—z—

1 1— Yy
@z///l'dxdydz:/dx/dy / dz:%.O
D 0 0 0

4.2.7. Primer. Izrac¢unati fluks (protok) vektorskog polja
a=xzi+2yj + yQZE,
kroz spoljnu stranu zatvorene deo-po-deo glatke povrsi S sastavljenu od de-

lova : paraboloida z = 22 4 32, cilindra 22 +y? = 1, i ravni z = 0.
Resenje. Primenom formule Gaus-Ostrogradskog, imamo

N
@z//c?-dS:///divd’dfcdydz.
s D
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Kako je div @ = z + 2% + 2, to je

o = ///(z + 22 + y*)dzdydz.
D

Posle uvodjenja smene
x=pcosh, y=psinb, z =z,

dobijamo da je Jakobijan trnsformacije J = p, odnosno 22 + 3% = p? = 1,
2z = 2%+ y? = p?, pa su granice za p, 0 i z respektivno

0<p<1,0<0<2m, 0<2<p2
Otuda je

27

1 P’
///z—{—x + ¢/ dxdydz:/dQ/dp/z—i—p )pdz
0 0 0
1 ) )
2 0
0
1
_27r/p< —i—p)dp
0
4

[\9\>]

Slede¢a teorema daje vezu izmedju cirkulacije vektorskog polja
a=(ag,ay,a,),(z,y,2) € GC E3,

duz zatvorene krive «y i protoka rot @ kroz povrs S koja je ograni¢ena krivom
v, a poznata je kao Stoksova formula.

4.2.8. Teorema. Neka je @ = (ag,ay,a;) : (z,y,2) € G C E?
neprekidno diferencijabilno polje © S glatka povrs sadrzana uw G ogranicena
sa deo-po-deo glatkom zatvirenom krivom ~v. Tada je cirkulacija vektora a
duz ~ jednaka fluksu rotora vektora @ kroz povrs S, tj. vazi jednakost

Cz%&-d?z//rot&-dg.
% S
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Dokaz ove teoreme izvodi se, u sklarnom obliku, analogno dokazu Grinove
teoreme. Medjutim, dokaz ove teoreme moze se izvesti i vektorski. Nasa
dalja paznja bi¢e usmerena na primene Stoksove formule.

4.2.9. Posledica. Ako su Sy i Sy dve pouvrsi u oblasti G vektorskog
polja d koje imaju za zajednicku granicu zatvorenu krivu 7y, tada je prema
Stoksovoj formuli

c—fa‘-df—//mtd.di—//md-d@.
Y S Sa

Ukoliko je zatvorena kriva + zajednicka granica za tri i viSe povrsi onda
prethodna jednakost postaje trostruka odnosno visestruka.

4.2.10. Primer. Izracunati cirkulaciju vektorskog polja
a=(2—x)yi+yzj+ (2 —2)2k,
duz krive v nastale u preseku ravni « + y + z = 3 i cilindri¢ne povrsi

24y -2 —4dy=>5

Resenje. Prema 4.2.9. Posledici, imamo da je

czjfa-dfz//mtadsi
¥ S

gde je S gornja stana povrsi dela ravni x +y+ z = 3 koja je sadrzana unutar
cilindriéne povrsi (z — 1)2 + (y — 2)? = 10. Kako je

i j k )
rot @ = 2 a% 2 =—yi+zj— (2 — )k,
2—-2)y yz (2—2)z
odnosno Lo
L oL i+ jt+k
dS=dS -7, v = —2"" dS = V3dxdy,
\/3 Y
to je
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gde je D oblast u ravni Oy na koju se projektuje povrs S. Posle smene
z =3 —x —y imamo

C-%J-d?—//(l—2y)dxdy.
¥ D

Prelazom na polarne koordinate
x—1=pcosh, y=psinb,
jer je D krug poluprecnika r = /10 sa centrom u tacki (1,2), dobiée se da
je
27

V10
C:%&"df':/dﬁ /(1+4—2psin9)pdp:507r.0
0 0

¥
4.2.11. Primer. Izra¢unati cirkulaciju vektorskog polja
d=vyi+(1—2)j+ 2k,

duz krive v nastale u preseku sledeé¢ih povrsi : 22 +y?+4 22 = 4z, 224+y% = 2z

za z > 0.
czjf*-df://mtadﬁ,
v S

ResSenje. Ovde je
gde je S gornja stana povrsi dela sfere z? + y? + 22 = 4z koja je sadrzana
unutar cilindra z? + y2 = 2z za z > 0. Ako se u jednacini sfere z? +
y? 4+ 22 = 4x izvrsi zamena z? 4+ y? = 2z, dobice se posledi¢na jednacina
2?2 = 2x <= z = +/2x. Upravna projekcija povréi S na ravan Oy je oblast
D koja je ograni¢ena kruznicom (z — 1)? + y? = 1. Kako je

i i k
~_ |0 El o | _ _o1
rot a = 9z ﬁiy 2 ——2]{3,
y (1—-=z) =z
odnosno dS = dS - 7, pri ¢emu su
2 — 4)i + 2yj + 22k 2r — 4)2 + (2y)2 + (22)2
s 2z —d)it2yj+2z g — V@r -2+ @2+ 222,

N(CET N CEER R 22
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czj{a-df:—Q//dmdy.
D

~

to je

Medjutim, [ dzdy, je povrsina kruga polupre¢nika r = 1, pa je
D

Cz?!c‘i-df’z—%r.’
v

4.3. Prostorno diferenciranje i klasifikacija
vektorskih polja

U teoriji skalarnih i vektorskih funkcija definisanih u oblasti G C E?
moguce je uopstiti pojam izvoda, kod koga u grani¢énom procesu ucestvuju
vrednosti funkcije u svim tackama koje pripadaju okolini neke fiksirane tacke
My € G.

Postupak koji dovodi do ovakve generalizacije pojma izvoda skalarne ili
vektorske funkcije naziva se prostornim diferenciranjem, a rezultat do koga
ovaj postupak dovodi naziva se prostornim izvodom (Jungovim izvodom).

Neka je (M), M € G C E? skalarna ili vektorska funkcija na oblasti G
i My fiksirana tacka sadrzana u podoblasti D koja je ograni¢ena orijenti-
sanom, zatvorenom, deo-po-deo glatkom povrsi S. Neka je dalje, v(D) =V

konaé¢na zapremina oblasti D, a dS vektorski element povrsi S. Najzad
neka egzistira [[ ¢(M)dS, pri ¢emu je ¢(M)dS proizvod skalara i vektora,
S

skalarni proizvod dva vektora, vektorski proizvod dva vektora, Sto zavisi od
toga da li je (M) skalarna ili vektorska funkcija.

Razume se, [[¢@(M )dS, je skalarna ili vektorska funkcija od zapremine
S

oblasti D. Sta vise, funkciju od zapremine V = v(D) predstavlja i koli¢nik

[Sf @(M)dS

30
- (30)

Ako se povrs S "steze” oko tatke M, tako da se podoblast D sazima u
My, iz ¢ega sledi da V = v(D) tezi nuli, moZe se postaviti pitanje egzisten-
cije i odredjivanja grani¢ne vrednosti ovog koli¢nika u opisanom grani¢nom
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procesu. Ukoliko diamD, (D = D U S) tezi nuli, onda su zadovoljena oba
uslova sadrzana u ovom granicnom procesu, gde je, kao Sto smo to ranije
definisali, diamD = sup{d(x,y) : z,y € D}.

4.3.1. Definicija. Grani¢na vrednost koli¢nika (30) kada dijametar § =

diamD tezi nuli naziva se prostornim izvodom skalrne ili vektorske funkcije
o(M),M € G C E3 u tacki My € G.

4.3.2. Teorema.Neka je skalarno polje uw = u(M), M € G C E? odnosno
vektorsko polje @ = @(M),M € G C E? neprekidno diferencijabilno u svim
tackama oblasti G i neka je My € G fiksirana tacka u G. Tada je :

ffudg

(a) y_rf{lj ST = grad u(Mp),

[[a-dS

(b) lim S = div d(Mo),
[[dSxa
() lim S? = rot @(Mo),

gde je S orijentisana, zatvorena, deo-po-deo glatka povrs sadrzana u G koja
je rub za podoblast D, pri cemu D sadrzi tacku My, a § = damD je dijametar
zatvorene podoblasti D.

Dokaz. Skalarno polje u = u(M),M € G C E? odnosno vektorsko
polje @ = @(M),M € G C E? je neprekidno zajedno sa svim svojim parci-
jalnim izvodima prvog reda, S je zatvorena, orjentisana, deo-po-deo glatka
povrs. Prema tome, kako smo predhodno definisali, neprekidne su i funkcije
grad u,div @,rot @. Sta vise, kada § = diamD tezi nuli, vaze sledeée jed-
nakosti :

lim grad u(M) = grad uw(My), lim div a(M) = div a(My),

§—0 60—

%in% rot a(M) = rot a(Mp),

gde je M proizvoljna tacka iz D razli¢ita od Mj.

Razume se, dasena [[ a-dS moze primeniti formula Gaus-Ostrogradskog,

S
//6-d§:///div6dv, (31)
S D

pa je
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gde je dV = dxdydz. Posto je funkcija div @ neprekidna na D, na integral sa
desne strane jednakosti (31) moze se primeniti formula o srednjoj vrednosti,
pa je

D

gde je (&,m,¢) € D. Otuda je

[fa-dS

.S s o T
}1_1)% v = }I_I)I%) div d(&,n, ) = div a(My).

Dokaz za (a) i (c) takodje se izvodi primenom formule Gaus-Ostrogradskog.
Naime iz

//(Pcosoz—i—QcosB—FRcosv )dS = /// <8P aQ_i_&) dxdydzx,
s
(videti formulu (27)) neposredno sledi da je
//PcosadS // —dV //QcosﬂdS:// deV
s D Y
//Rcosde ///dV

Ako je P =Q = R = u(x,y, z) onda ove formule imaju ekvivalentni oblik

//ucosadS’ /// Moy, //ucosﬂdS ///
//ucos*de ///dV

Respektivnim mnozenjem sa Z, f, k prve, druge i treée jednakosti u (33) i
sabiranjem levih odnosno desnih strana, ovako dobijenih jednakosti, imamo

é/u-dgz/D//gradudV.

(32)

(33)
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Primenom formule o srednjoj vrednosti na [[[ grad udV dobi¢emo da je

D
/// grad udV = /// grad u(€,n, ¢)dV,

gde je (&,m,¢) € D. Otuda je

ffudg

lim

550 = %E}% grad u(§7 7, C) = grad U(M0)7

¢ime je dokazano svojstvo (a).
U dokazivanju svojstva (c¢) podjimo od slede¢e jednakosti

L. i J j
// dS x a = / cosadS cosfBdS cos~vydS
S g Qg ay a,

-

= i//(azcosﬁ— aycosv)dS+j//(azcosv— a, cosa)dS
S S

+ E//(ay cos @ — ay cos 3)dS.
S

Ako se na svaki od integrala koje mnoze respektivno vektori Z, j, E, primene
formule (32) dobice se da je

L. i J j
//dS X a = // cosadS cosf3dS cos~ydS
S S Ay ay ay
B OJa, Oay\ - da, Oay\ - Ja, Oag\ -
G - (5 -5 )7+ (G- 5 ) v
D
= ///rot adyv.
D

Primenom formule o srednjoj vrednosti na [[[ rot adV dobiée se da je
D

///rot adV =V -rot d(&,n, (),
D
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gde je (&,m,¢) € D. Na osnovu svega imamo da je

[fdS xa
lim 2

Im =—r— = }I_Iil) rot a(&,n,() = rot a(M,).l

Napomene. Analizom dokaza predhodne teoreme moze se primetiti :

19 Svojstva (a), (b), (c) ne zavise od oblika povrsi S niti od izbora koor-
dinatnog sistema, tj. funkcije grad u, div @, rot @ invarijantne su u odnosu
na oblik povrsi S i na izbor koordinatnog sistema u prostou.

20 Iz 1° sledi da se rezultat pod (a) moze dobiti direktno po definiciji
izvoda uzimanjem za oblast D cilindar ili kvadar sa centrom u tacki My
kome je osa simetrije istog pravca kao i grad u(My). Iz svojstva (a) slede
preostala dva svojstva (b) i (c).

3% Formula Gaus-Ostrogradskog dokazuje se vektorski primenom svojstva
(b), a Stoksova formula primenom svojstva (c).

4.3.3. Definicija. Neka je @ = @(M),M € G C E® vektorsko polje
definisano na oblasti G.

19 Tag¢ke iz G u kojima je div @ > 0 nazivaju se izvorima polja @.

20 Tagke iz G u kojima je div @ < 0 nazivaju se ponorima polja a.

3% Ako je div @ = 0 u svim tackama oblasti G, kaze se da je polje @
bezizvorno.

Pi dokazivanju sledeée dve teoreme primenjivace se svojstvo jednostruko
(prosto) povezane oblasti. U tom smislu potrebno je podsetiti se da je oblast
G C E? jednostruko (prosto) povezana ako za svaku zatvorenu povrs S
sadrzanu u G deo prostora E3 ograni¢en tom povrsi takodje je sadrzan u G.

4.3.4. Teorema.Neka je @ = a(M),M € G C E? neprekidno, difer-
encijabilno, bezizvorno wvektorsko polje definisano na jednostruko (prosto)
povezanoj oblasti G i vy zatvorena kriva koja je zajednicka granica za pobrsi
S1 1 S koje su sadrzane u G. Tada je

//d‘-d@_://&-d@,
51 SZ

tj. fluks za bezizvorno vektorsko polje @ = @(M),M € G C E® ne zavisi od
oblika povrsi za onaj skup povrsi iz G koje imaju zajednicku granicnu liniju.
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Dokaz. Neka je v zajednicka granicna linija povrsi S; i Sz. Ove dve
povrsi obrazuju zajednicku povrs S koja je granica oblasti D. Kako je polje
bezizvorno, fluks vektora @ kroz spoljnu stranu povrsi S jednak je nuli, tj.

//6-d§://6-d§:0.
S

S1US>

Ako na integral na desnoj strani primenimo svojstvo aditivnosti u odnosu
na oblast integracije, a zbog jednostruko povezane oblasti G, primetimo da
su povrsi Sy 1S3 suprotno orjentisane, imamo

//d-dgz//d-dgl—//d’-dgg:0,
SlLJSQ S1 S2
//a’-dﬁlz//a-d@.l
51 S2

4.3.5. Teorema.Neka je

odakle je

a=a;(z,y, z)f—i— ay(z,y, z)f—k a(z,y, z)E, (z,y,2) € G C E?

vektorsko polje definisano ma prosto povezanoj oblasti G. Ako je polje @
neprekidno zajedno sa svim parcijalnim izvodima prvog reda, sledeéa tvdjenja
su medjusobno ekvivalentna.

1°. Polje @ je potencijalno.

20, [ @-dr ne zavisi od ablika luka AAB, sadrzanog u oblasti G veé¢ od

AB
krajnjih tacaka A i B.
3°. §a@-dr=0, po svakoj zatvorenoj krivoj v sadrzanoj u G.
gl
49 rot @ =0 u svim tackama oblasti G.
Dokaz.
19 = 29 : Ako je polje @ potencijalno, prema ranije datoj definiciji,
egzistira skalarno polje u = u(M), M € G tako da je u svim tackama
oblasti G grad u = d. Otuda je

/6-d77: /gmdu~df': /du:u(B)—u(A).

AB AB AB



FElementi teorije polja 1 klasifikacija 45

20 = 3% : Neka je v orjentisana zatvorena kriva bez tacaka samoprese-
canJa Uocnno dve razli¢ite tacke na . Tada se kriva ~+ razbija na dva

luka ABi BA suprotne orjentacije. Ako iskoristimo svojstvo promene znaka
krovolinijskog integrala druge vrste pri promeni orjentacije krive, prema 2°,

imamo
/Ez’-d?z/c‘i-d?—l—/&-d?

v AB BA
/Ei'df/c_iodf‘:().
AB AB

3 = 49 : Ako je [@-dF = 0, po svakoj zatvorenoj krivoj v sadrzanoj u
v
G, prema Stoksovoj formuli, imamo

/6-dF://rotcT-d§:O,
S

5
gde je S povrs sadrzana u oblasti G ograni¢ena krivom -~.
Ako ovu jednakost napiSemo u skalarnom obliku, imamo

Oa, Oay Oa, Oa, Oda,  Oag B
//( —Z)dydz—i-(az—8x>dxdz+<8x—8y>dxdyO.

U ovoj jednakosti moze se respektivno uzeti da je

T = o, Y= Yo, 2= %0,

§to implicira sledece jednakosti:

// <8az - aay> dydz = // (aa““ - 8“2> dadz = 0,
0z ox
// <3ay — 8(1;6) dxdy = 0.
dy

Respektlvnom primenom 3.1.17. Teoreme na svaku od dobijenih jednakosti,
dobi¢emo da je

da, da, da,  Oay
oy 0z 0 = oy 0z’
Oay B da, 0 s da,  Oa,
0z or 9z Oz’
Oda,  Oa, da,  Oday

r oy )T o T oy
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Sto je ekvivalentno sa ¢injenicom da je rot @ = 0.

49 = 19 : Iz teorije diferencijalnih jednac¢ina poznato je da poslednje tri
jednakosti predstavljaju potreban i dovoljan uslov da izraz

azdx + aydy + a,dz
bude totalni diferencijal skalrne funkcije u = u(x, vy, 2), (z,y,2) € G. Dakle,
Uy = Agy Uy = Ay, Uy = Ay,

Sto znaci da je grad u = d, pa je polje @ potencijalno. l

Napomena. Funkcija v = wu(x,y,z2), (z,y,z) € G, moze se nadi
reSavanjem sistema jednacina u, = ag, uy = ay, U, = a., uz uslove

da, % Oay  Oa, % _ Oay

oy 9z 9z Oz Ox Oy

Medjutim, prema 2°, tacke A(xq,yo, z0) i B(x,y, 2) mogu se uzeti za pocetak
i kraj dijagonale pravouglog paralelepipeda sadrzanog u oblasti G, a sa ivi-
cama paralelnim respektivno z, y i z osi. Kako u tom sluc¢aju imamo Sest
medjusobno razli¢itih putanja izmedju tacaka A i B imamo za posledicu Sest
formula za izracunavanje potencijala. Ovde dajemo jednu od njih.

x Yy z
U<$ayaz)—u($o73/072'0> :/ax(t7y0720)dt+/ay<x7t7Z0>dt+/az($7y7t)dt'

Zo Yo 20

Citaocu se prepusta da napise ostalih pet formula.

Vektorska polja se klasifikuju prema karakteristicnim vrednostima koje
mogu imati prostorni izvodi divergencija i rotor. U tom smislu definisa¢emo
sledece cetiri kategorije vektorskih polja ¢ija smo svojstva proucili u teore-
mama koje su date posle 4.3.2. Teoreme.

Prvu kategoriju ¢ine vektorska polja kod kojih je u svim tackama oblasti
definisanosti G C E? rot @ = 0, a u svim tackama oblati G div @ # 0. Prema
predhodnoj teoremi ova polja se nazivaju potencijalnim (bezvrtloznim ili
lameralnim).

Drugu kategoriju cine vektorska polja kod kojih je u svim tackama oblasti
definisanosti G C E? div @ = 0, a u svim tackama iz G rot @ # 0. Ova polja
nazivaju se solenoidnim (vrtloznim).

Trecu kategoriju ¢ine vektorska polja kod kojih je u svim tackama oblasti
definisanosti G C E3 rot @ = 0idiv @ = 0. Ova polja se nazivaju Laplasovim.
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Cetortu kategoriju ¢ine vektorska polja kod kojih je rot @ # 0 i div @ # 0,
pri ¢emu u nekim tackama rot d ili div @ mogu biti jednako nuli. Ova se

polja nazivaju sloZenim.

4.3.6. Primer. Dato je polje vektora
@ = (322 + ay?)i + (2zy — 22)7 + bzyk.

(a) Odrediti a i b tako da polje @ bude potencijalno, a zatim naéi potencijal

tog polja.
(b) Odrediti fluks tako odredjenog polja kroz spoljnu stranu povrsi sfere

(x =172+ (y—4)>2+22=1.

Resenje.
(a)Ovde je
i i k
rot @ = 2 6% L= (b2 +22)i + (2y — 2ay)k.

322 +ay? 2xy— 22 bzy
rot@=0 < a=1Ab= -2,
prema tome, potencijalno polje je
= (32> +12)i + (2zy — 22)j — 2yzk.

Potencijal izracunavamo po formuli

x Yy z

’LL(CL‘,y,Z)*U(CL‘(),yO,Z()) :/az(t,yg,zo)dt+/ay(x,t,zo)dt+/az(x,y,t)dt.

xo Yo 20

U naSem sluc¢aju imamo da je
z

x )
u(z,y, z) — u(zo, Yo, 20) = /(3752 + yg)dt + /(2:ct — zg)dt + /(2yt)dt

Zo Yo 20

= z® + ay® — 2%y — (@ + zoyd — Z5v0)
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(b) Kako je u ovom slucaju div @ = 8z — 2y, prema formuli Gaus-
Ostrogradskog imamo

<I>://6-d§:///(8x—2y)dmdydz,
S 1%

gde je V oblast u E3 ograni¢ena sferom
(=172 +(y—4)>*+22 =1
Posle smene
xr =14 psinpcosf, y =4+ psinpsinf, z = pcosy,
izracunavamo
J:pQSingp, 0<p<1, 0<p<m, 0<0< 2.

Prema tome, posle zamene u formuli za fluks, imamo

o w 1
b= /d@/sincpdap (8 4+ 8psinpcos — 8 — 4psin @ sin 0)p?dp
0 0 0
27 ™
= /(2 cos 0 — sin 0)d9/sin2 wdp
0 0
=0.¢

4.3.7. Primer. Dato je polje vektora
@ = (yz —22)i + (vz — 2y)] + ayk.

(a) Dokazati da je polje potencijalno i naéi potencijal.
(b) Izracunati fluks polja d@ kroz spoljnu stranu povrsi

2% =dx® + 4%, 2 =2.

Resenje.
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(a)Ovde je
i j k
= ) 9 o | — 07— 07+ 0k
Yz —2x xz—2y xY
Potencijal izracunavamo po formuli
x Yy z
u(x,y, z) —u(xo, Yo, 20) = /az(t,yg, zo)dt—{—/ay(az,t, zo)dt—i—/az(:c, y,t)dt.
Zo Yo 20

U nasSem slu¢aju imamo da je

x

Yy
w(@, 9, 2) — u(@o, Yo, 70) = / (yoz0 — 26)dt + / (w20 — 20)dt + / (ay)dt
zo Yo 20 '

= 2yz —2° — y* — (ToYoz0 — T§ — Yo

4

(b) Kako je u ovom slucaju div @ = —4, prema formuli Gaus-Ostrogra-

dskog imamo
(P://c‘i-dg:—él///dxdydz,
S 1%

gde je V oblast u E3 ograni¢ena gornjim delom konusne povrsi 22 = 422 +4y?
i ravni z = 2. Kako je kod ovog konusa polupre¢ni 1, a visina 2 zapremina
mu je V = %2%. Otuda je
8
=4V = —g.o

Vezbe.
1. Naéi protok vektorskog polja @ = y2f—|— 2k kroz spoljnu stranu povrsi

S:{(z,y,2): 2 =2 +9y% 0< 2z <2}

2. Naéi protok vektorskog polja @ = zi+yj + /22 + y2 — 1k kroz spoljnu
stranu povrsi

S {(z,y,2): 2 +y?—22 =1, 0<z<V3)
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3. Naéi protok vektorskog polja @ = (xy — yQ)Z—i— (xy + 22 — 332)}4— 2k
kroz spoljnu stranu povrsi

1
S {(z,y,2): 2?2 +y? =1, Z2=§x2+y2}_

4. Izracunati cirkulaciju vektorskog polja @ = y?— a?j po zatvorenoj
konturi koja se dobija od luka astroide

z=Rcos®t, y = Rsin®t, 0 <t <

N

i odsecaka na koordinatnim osama koji su nastali presecanjem ovog luka sa
koordinatnim osama.

5. Primenom Stoksove formule naéi cirkulaciju vektorskog polja @ po
konturi v ako je

(a) @=yi—aj+2k; v={(x,y,2): 2> +12+22 =4, 2 +¢? = 2%, 2 > 0}.
(b) i=y"i+2°7; y={(x,y,2) : 2® +y> =9, 3y+4z =5}.
6. Dato je polje vektora
@ = (yz — 22)i + (zz — 2y)j + wyk.
(a) Dokazati da je polje potencijalno i izra¢unati potencijal.
(b) Izracunati protk vektorskog polja @ kroz spoljnu stranu povrsi

3 T (% 4+ Yy
<£+y+i> :snlw(a b)'x>0,y>0,2>0.
a b ¢ -+

7. Dato je polje vektora

3 3v3 3v3 -
:(\[w—ky—i-z)z—i-(\zfy%—x—i- )j+(\2[z+:1:+y)k:.

I

(a) Dokazati da je polje potencijalno i izracunati potencijal.
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(b) Izraunati protk vektorskog polja @ kroz spoljnu stranu povrsi

x? y2 s zG_xyz
2 ) TET s

4.4. Hamiltonov i Laplasov operator.

Ako je u = u(z,y, z), (z,y,z) € G, neko skalarno polje, onda se kao Sto
znamo, grad u definiSe se na slede¢i nacin :

d 8u—,»+ ou - i ou i
rad u= —i+ — —k.
g Ox 8y‘7 0z
Uzimajuéi da proizvod %u znaci diferencijalnu operafiju g—z, vekEor grad u
moze se shvatiti kao proizvod simbolickog vektora %i + a% J+ %k i skalara
u.

Simbolicki vektor %f—i— a%f—i— %fé naziva se Hamiltonovim (ili nabla)
operatorom i obelezava se sa V. na taj na¢in imamo slede¢u jednakost

<— V u=grad u,

gde se "mnozenje” V u moze se shvatiti kao "mnozenje vektora skalarom”.

Ranije smo utvrdili da za vektorsko polje @ = azf+ayj+azl§, (x,y,2) € G
vaze relacije
diva=V-d ANrota=V xada.

Medjutim, za neprekidno skalarno polje u = u(z,y, 2), (x,y,z) € G, kod
koga su neprekidni parcijalni izvodi do drugog reda, odnosno vektorsko polje

=

a = agzi+ ayj +a.k, (z,y,z) € G vaze relacije
rot grad u =0 Adiv rot @ =0,
a koje se mogu zapisati u obliku

Vx(Vu)=0 AV-(Vxa)=0.
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Ovi primeri ukazuju na mogucénost koriséenja operatora V za preglednije i
izrazajnije zapisivanje mnogih formula vektorske analize. Sta vise odredjena
svojstva obi¢nih vektora mogu se preneti na simbolicki vektor V. Na ovoj
¢injenici neke formule u vektorskoj analizi izvode se primenom rezultata iz
vektorske algebre.

Tako, na primer, neposredno proveravamo tac¢nost formule
V- (ud) =(Vu)-a+ulV-a),
a koja ima za posledicu formulu
div (u@) = a- grad u+ u div a. (34)
Isto tako, iz formule
V (wv) = v(V u) + u(Vv),
dobija se formula

grad (uwv) = vgrad u + ugrad v. (35)

Koristeéi operator V i poznate formule vektorske algebre neposredno se
mogu dokazati sledece formule :

= (b-V)d@ — (a@-V)b+ adiv b — bdiv a,
grad (@-b) = (b-V)@+ (@-V)b+bxrot @+a x rot b.

Operacija odredjivanja gradijenta skalarnog polja i operacije odredjivanja
divergencije i rotora vektorskog polja su diferencijalne operacije prvor reda.
Uzimajuéi njihove kombinacije, ali samo one koje imaju smisla, dobijamo
diferencijalne operacije drugog reda. Ovih operacija ima ukupno pet, Sto
dokazujemo u narednom tekstu.

Neka je u = u(z,y,z), (x,y,2) € G, skalarno polje i neka funkcija u =
u(x,y, z) ispunjava sve uslove za jednakost drugih mesovitih izvoda. Tada je
grad u, kao $to znamo, vektor, pa ponavljanje te operacije, tj. grad (grad u)
nema smisla. (Gradijent se odredjuje samo za skalarne funkcije.)
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Inace, div (grad u) ima smisla, a po definiciji je

. . 8U—,' 8u—,» au —
div (grad u) = div (wl + @j + 82k>

- 0z \ Oz Oy \ Oy 0z \ 0z

P, o o
C0x? 0 oy? o 022

Operacija rot (grad u) takodje ima smisla, a posto su za funkciju v odgo-
varajuéi mesoviti izvodi jednaki, imamo da je

rot (grad u) = 0, (37)

§to prema 4.3.5. Teoremi, ima za posledicu da je polje vektora grad u
potencijalno.

Kako je za vektorsko polje @ = a,i + ayf—i— a.k, (z,y,2) € G divergen-

R, 9 o . -
cija div @ = %“; + aay” + aaa; skalarna funkcija ima smisla odrediti samo

grad (div @), i pri tome je, po definiciji,

grad (div @) = grad ( o + n + o

B (62% 9?a, N d%a, >;
0r?  0xdy 0207
0a,  0%a, 0%a.) -

<c’?x8y + 0y? + Oyaz) J
<82ax N 0?a, N 82az> Z
020x  Oydz 022 )

day Oa,  Oa, >

Na kraju, bududéi da je rot @ vektorsko polje, imaju smisla i div (rot @)
i rot (rot @). Pri tome, us lu¢aju neprekidno-diferencijabilnog vektorskog
polja, zajedno sa svim parcijalnim izvodima drugog reda, vazi identitet

div (rot @) =0, (39)

§to znaci da je polje vektora rot @ solenoidno.
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Sto se tice vektora rot (rot @), neposredno se dokazuje da za njega vazi
formula

rot (rot @) = grad (div @)
82(1/;5 + 82&&6 -
8x2 922 )"
BQG/y 82ay =< (40)
< 8562 ot 022 ) J

_ 0%a, N 82% L 0%a, X
0x? 0y? 072 '
Da bismo definisali Laplasov operator razmotrimo formulu (36)
. 0?u  0*u  0%*u
div (grad u) = 922 + 2 + 5.2
odnosno, u simbolickom obliku
div grad u = (++
T

2
Tako definisan operator a o+ ay2 + a < naziva se Laplasovim operatorom i
oznacava sa A. Tako imamo

0? 9?2 9?2
o2 Top T o
odnosno 92 Pu
Au=S0 4204 20 = div grad u.

ox?  0y? 022
Operator A moze se shvatiti i kao skalarni kvadrat simbolickog vektora
V, buduéi da formalnim postupkom dobijamo

d- 0~ 0= 0+ 0~ 0=
2 ) _ Y= v = v Yz o= v
(V):=V.-V ( it y]—i— Zk) <8a:2+8y‘7+6zk>

2 2+ g 2_672_}_8724_872_&
or ) — 0x2  Oy2 022

I
N
Q
lo
~_
[\v]
+
7N
Q
<

odnosno
(V) u = Au.
Inace, primena Laplasovog operatora na vektor A = (P,Q, R) sastoji

se u primeni A na svaku koordinatu vektora ff, tj. stavlja se AA =
(AP, AQ, AR). Na osnovu toga, formula (40) ima slede¢a dva ekvivalentna
oblika

rot rot @ = grad div d — Ad < Ad = grad div @ — rot rot d.



