| GLAVA

FUNKCIJE VISE REALNIH PROMENLJIVIH

U nauci i praksi ¢esto se javljaju situacije u kojima postoji zavisnost
izmedju nekoliko realnih veli¢ina a, b, c, ... , h pri ¢emu je jedna od njih pot-
puno odredjena vrednostima ostalih. U tom smislu dovoljno je podsetiti se
slede¢ih primera.

(a) Zapremina kvadra sa stranicama duzine a,b i ¢ izraCunava se po
obrascu
V = abc.

(b) Povrsina kvadra sa stranicama duzine a, b, ¢ izrac¢unava se po formuli
P =2(ab+ ac + bc).

Obe formule daju vezu izmedju ¢etiri realne promenljive pri ¢emu su V i P
zavisno promenljive dok su a, b i ¢ nezavisno promenljive. Navedeni primeri
jasno ukazuju na potrebu za proucavanjem funkcija vise promenljivih.

Sto se tice funkcija vise promenljivih, ovde ée biti dati, uz maksimalno
nastojanje kompozicije celine, samo oni delovi koji ¢e biti neposredno pri-
menjivani u glavama o viSestrukim integralima, vektorskoj analizi sa teorijom
polja i glavi posveéenij kompleksnim funkcijama. Smatramo da se ¢itoc ne
sre¢e prvi put sa osnovnim pojmovima o funkcijama vise promenljivih.

1. GRANICNA VREDNOST | NEPREKIDNOST

1.1. Definicija funkcije viSse promenljivih i neki
istaknuti podskupovi u E"
17
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1.1.1. Definicija. Funkcija n promenljivih je svako jednozna¢no pres-
likavanje
f:D—FE

sa skupa D C E™ na skup F C R.

Posto je tacka = € FE™ uredjena n-torka realnih brojeva tj. z =
(x1,...,2y) Cesto se za funkciju n promenljivih koristi oznaka

y:f(xla"' axn)a

gde su x1,x9,...,T, nezavisno promenljive dok je y zavisno promenljiva.

Cesto tacke iz E™ oznac¢avamo velikim slovima latinice pa u tom sluaju
za, funkciju f definisanu na skupu D € E™ sa vrednostima u skupu realnih
brojeva R koristimo i sledeée oznake

z=f(M),MeDCE"Vf:D— R.

Dalja razmatranja funkcija vise promenljivih, uglavnom, bi¢e usmerena na
funkcije dve i tri promenljive, a $to se lako uopstava za slucajeve kada je
n > 3.

Za ispitivanje funkcija vise promenljivih vazni su otvorena kugla i otvoren
n -dimenzioni pravougaonik. Otvorena kugla je definisana za metricke pro-
store a ovde se primenjije za prostor E™.

1.1.2. Definicija. Neka je a = (ai,... ,a,) € E™ i 61,...,06, pozitivni
realni brojevi. Otvoreni n-dimenzioni pravougaonik definise se kao podskup
od E"™ slede¢om jednakoSc¢u :

Pla,d;,i=1,... ,n)={x € E":a; — 6 < x; < a; +9;}.

Tacka a je centar pravougaonika Pla,0 ¢ =1,... ,n) dok su pozitivmi brojevi
d;,i =1,... ,n duzine njegovih stranica.
Zatvoren n-dimenzioni pravougaonik u oznaci Pla,0i = 1,...,n] ana-

logno se definise kao skup

Pla,d;,i=1,... ,n]={x € E":a;— 6 <x; <a;+ 9}

1.1.3. Definicija. Neka je y = f(z1,...,x,) funkcija definisana na
skupu D C E™. Grafik funkcije f je skup Gy C E™™! koji je definisan na
slededi nacin.

Gr={(z1,...,zn,y) 1y = f(z1,... ,2pn); (z1,... ,zp) € D}.
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Razume se, da za n € {1,2} grafik ima odredjenu vizuelnu predstavu, a za
n > 2 nje nema.

1.1.4. Definicija. Neka je a = (a1,...,a,) tacka iz E" 1 aq,...,qy,
realni brojevi. Skup sih tacaka © = (z1,...,z,) iz E™ koje su odredjene
relacijom

rp —ai _ ITn — Gn
(e 5] - - (7%
je prava u prostoru E™. Brojevi aq, ... ,a, su koeficijenti pravca.

Primedba. Putanja (put) definisana za metricke prostore kao podskup
prostora koji je neprekidna slika odse¢ka [0,a], > 0, za prostore E? i E?
naziva se krivom.

1.2. Grani¢na vrednost funkcije vise promenljivih

1.2.1. Definicija. Neka je y = f(x) funkcija definisana na skupu
D C E™ sa kodomenom R(f) C R ineka je a € E™ grani¢na (adherentna)
neizolovana tacka skupa D. Kaze se da je broj A € R grani¢na vrednost
funkcije f(z) u tacki a, $to se simbolicki zapisuje sa A = alclma f(x), ako za

svako € > 0 egzistira 6 > 0 tako da je za sve x € D za koje je d(a,z) < ¢
sledi |f(z) — A| <e.

Ova definicija poznata je kao okolinska ili Kogijeva definicija jer su skupovi
{f(z) e R:|f(x) — Al <e} CRi{x € E":d(a,x) <} C E™ otvorene
okoline tacaka A i a u metrickim prostorima R i E™. Osim ove poznata je i
Hajneova definicija grani¢ne vrednosti preko nizova.

1.2.2. Definicija. Neka je y = f(z) funkcija definisana na skupu D C
E"™ sa kodomenom R(f) C R i neka je a € E™ grani¢na neizolovana tacka
skupa D. Broj A € R je grani¢na vrednost funkkcije f(z) u tacki a ako
za svaki niz (z,) tacaka iz D koji konvergira tacki a niz vrednosti (f(x,))
konvergira broju A.

Neposredno se dokazuje ekvivalentnost ove dve definicije. Medjutim, Ha-
jneova definicija moze se prakti¢no iskoristiti za utvrdjivanje nepostojanja
grani¢ne vrednosti funkcije u datoj tacki.

1.2.3. Primer. Dokazati da funkcija f(z,y) = % u tacki (0,0),

nema grani¢nu vrednost.

Resenje. Tacka (0,0) ¢ Dy ali je granitna neizolovana tacka za
Dy = E?\ {(0,0)}. Niz tataka (zn,yn) € Dy gde je z,, = L iy, =1
konvergira tacki (0,0), a niz vrednosti f(x,,yn) = Gwinyz konvergira nuli.
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Takodje niz (z,,y,) gde je x,, = %, a Yy, = n—g konvergira tacki (0,0) dok niz

vrednosti f(x,,y,) konvergira broju %. Dakle, funkcija f(z,y) = %

nema grani¢nu vrednost u tacki (0,0).4

1.2.4. Definicija. Neka je y = f(z) funkcija definisana na skupu D C
E™ia € E™ grani¢na neizolovana tacka skupa D. Neka je dalje p prava u
E™ koja sadrzi tacku a, i Dy = pN D # (). Ako egzistira grani¢na vrednost
funkcije f(z) u tacki a pri cemu x € Dy kaze se da funkcija f(z) ima graniénu
vrednost u tacki a po pravoj p (po pravcu p)

1.2.5. Definicija. Neka je Dy = LN D # () gde je D skup iz predhodne
definicije i £ kriva koja prolazi kroz tacku a. Kaze se da funkcija f(z) ima
grani¢nu vradnost u tacki a po krivoj L, ako egzistira lim f(x), pri ¢emu
z € Dy.

Napomena. Ako funkcija f(x) ima grani¢nu vrednost u tacki a, razume
se da ima i grani¢nu vrednost po svakoj pravoj (krivoj) koja sadrzi tacku a, a
ima neprazan presek sa domenom funkcije. Sta vise, ove grani¢ne vrednosti
istovetne su sa grani¢nom vrednosti funkcije f(z) u tacki a.

Prema ovoj primedbi jasno je da funkcija nema grani¢nu vrednost u tacki
ako po dva razli¢ita pravca (po pravoj i krivoj ili po dve razlic¢ite krive) kroz
datu tacku ima dve razli¢ite grani¢ne vrednosti.

1.2.6. Primer. Neka je f(z,y) = xfi?ﬁ. Dokazati da

lim r,y),
(z,y)—(0,0) fz-9)
ne postoji.
Resenje. Ovde je Dy = E?\ (0,0). Proizvoljna prava p koja prolazi kroz
tacku (0,0) ima jednacinu

LoVt a2 >0
(6

B
Tacka (x,y) = (at, 5t) sa prave p konvergira tacki (0,0) ako ¢t — 0 i tada je

2 2
t
b Y OB
(z,9)—(0,0) 4 +y?  t—0 a*t?2 + 3

)

tj, grani¢na vrednost funkecije f(x,y) po proizvoljnoj pravoj koja prolazi kroz
tacku (0,0) jednaka je 0. Medjutim, ako tacka (z,y) pripada paraboli

P={(z,y) € B* :y =2},
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tacka (z,y) — (0,0) ako z — 0. Otuda je za z — 0 i y = 22

2y xt 1

li 77— lim — = —.
(I,y)l—>m(0,0) xt + y? xlg(lJ 274 2

Dakle, funkcija f(x,y) = nema grani¢nu vrednost u tacki (0,0).4

z?y
x4+y2
1.2.7. Teorema.Neka je g1 = lim f(z), © € E™ i go = lim p(x), x €
T—xT0 T—XTo
E™, pri ¢emu su g1,92 € R. Tada je

mli_{la}o[f(ﬂ?) + ¢(x)] = g1 + g2, (1)

Jim [f(z) - ¢(2)] = 91 - g2, (2)
@) _a .

P o(x) g2’ 970, ¢le) #0, ¥

lim [C - f(z)] = C - g1,C — konstanta. (4)

T—T0

Dokaz ove teoreme isti je kao i za realne funkcije jedne realne promenljive
pa se ovde izostavlja.

1.2.8. Definicija. Grani¢na vrednost oblika

lim ( lim (... lm f(x,...,2,)...)),

) 0 .. )
LTig =&y, Tig 7T, Tip T4

gde je iqis .. .4, neka permutacija brojeva 1,2,... ,n a My = (29,...,29)

grani¢na neizolovana tacka skupa Dy C E", naziva se uzastopni (ponovljeni)
limes funkcije f(M) u tacki My (M = (x1,... ,2,) € Dy C E™).

1.2.9. Teorema.Neka egzistiraju limesi

lim  f(z,y) =g, g €R, (a)

(w,y)—>(a:0,y0)

lim f(z,y) = ¢(y), (b)

r—T

za svako y iz neke okoline (yo — 9,90 +9),y # yo. Tada je

lim [ lim f(z,y)] =g. (c)

Y—Yo T—To
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Dokaz. Ako uvedem oznake M = (z,y), My = (x0,¥o), prema (a) imamo
0<d(M,My) <d=|f(M)—g|<e.

Posto je d(M, My) = \/(z — x0)% + (y — y0)2 > |y — yo| to neposredno sledi
0<ly—wol <] =[f(z,y) —gl <e
Ako se u ovoj relaciji pusti da z — xg, tada, sobzirom na (b), dobija se

0<ly—yol <d=le(y) —gl <e
tJ,
lim ¢(y) = lim [ lim f(z,y)] =g.
Y—Yo Y—Yo T—To
Ukoliko pored uslova (a) i (b) egzistira i limes ¢(z) = lim f(z,y), tad
Y—Yo

egzistira i uzastopni limes

lim [lim f(z,y)] =g¢.0
T—x0 y—Yo
1.2.10. Primeri.
(a) Funkcija f(x,y) = xsin % + ysin
tacki (0,0) jer je

1

=, -y # 0 ima grani¢nu vrednost u

1 1
f@y)l =lesin_ +ysin 2| <ol +ly = lm - fley) =0.

m

(z,9)—(0,0)
Medjutim, uzastopi (ponovljeni) limesi ne egzistiraju jer, kao $to je poznato,
ne egzistiraju

. N 1
lim ysin — A lim xsin —.
x—0 xT y—0 Yy

(b) Za funkciju f(x,y) = mfny, 22 +y? # 0 u tacki (0,0) egzistiraju oba

ponovljena limesa. Sta vise

lim [ lim f(z,y)] = lim [ lim f(z,y)] =0.

T—To Y—Yo Y—Yo T—To

Medjutim, ova funkcija nema graniénu vrednost u tacki (0,0) jer je graniéna
vrednost po pravoj y = x

. 1
ili%f(l%x) - 57
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a po paraboli y = 2?2

lim f(x,2%) = 0.4

z—0

1.3. Osnovna svojstva neprekidnih funkcija.

1.3.1. Definicija. Neka je funkcija f(M), M = (z1,...,z,) zadata na
skupu D C E".

(a) Funkcija f(M) neprekidna je u tacki My € D ako egzistira

Jim FOD A Jim FO0) = F(My).

(b) Funkcija f(M) neprekidna je na skupu D ako je neprekidna u svakoj
tacki skupa D.

1.3.2. Definicija. Neka je My € Dy fiksirana tacka i M € Dy
proizvoljna tacka domena Dy funkcije z = f(M), M € Dy. Broj Az odred-
jen jednakoséu

Az = f(M) — f(Mo),

naziva se totalni prirastaj funkcije f(M) u tacki M.

Kako se ovde razmatraju uglavnom funkcije dve i tri promenljive, za ko-
ordinate tacaka M (z,y) i Mo(zg,yo) koriste se sledece veze

T=1x0+ Az ANy =y + Ay,

gde je Az prirastaj argumenta x, a Ay pritastaj argumenta y. U tom sluc¢aju
totali prirastaj Az, funkcije z = f(x,y), bice

Az = f(xo + Az, yo + Ay) — f(zo,yo)-

Sledeca teorema sledi neposredno iz definicije neprekidnosti funkcije u tacki.
1.3.3. Teorema.Funkcija z = f(M), M € Dy neprekidna je u tacki
My € Dy ako i@ samo ako je Mlinj/[ Az =0.
- 0

1.3.4. Teorema.Zbir, razlika, proizvod i kolicnik (imenilac razlicit od
nule) neprekidnih funkcija takodje je neprekidna funkcija.

Dokaz ove teoreme isti je kao i za reane funkcije jedne promenljive.

1.3.5. Definicija. Neka su realne funkcije

u=@(x,y)=pM)ANv="1(x,y) =1(M)
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definisane na skupu D C E? i neka je A C E? skup tacaka P(u,v) ¢ije su
koordinate odredjene ovim jednac¢inama, kaze se da je funkcija

Z:f(u>v):f(P)
sloZena funkcija argumenata x 1 y.

1.3.6. Teorema.Neka su funkcije u = @(x,y) i v = ¢ (z,y) neprekidne u
tacki Mo(zo,y0), a funkcija z = f(u,v) neprekidna u tacki Py(uo,vo), gde je
ug = @(Mp) i vg = Y(My). Tada je slozena funkcija z = f(u,v) neprekidna
u tacki Mo(xo,yo).

Dokaz. Neka je (M,) C D bilo koji niz koji konvergira ka My € D, i
neka je

Uy, = o(My), vo =(My), Po(tun,vn).

Posto su funkcije ¢ i 1 neprekidne u tacki My, to je

M,}ILHMO Up = MilinMO (M) = o(Mo) = uo

li L= i M,,) = (Mp) = vo.
pim MnlglMow( ) = ¥(My) = vg

Dakle, niz (P, ) konvergira ka Py. Kako je funkcija f neprekidna u tacki Py,
to je

lim f(P,) = f(FP),

n— Vo
odnosno

lim FP(M) V(M) = F(o(Ma), (M)

Prema tome, slozena funkcija z = f(u,v) je neprekidna u tacki My.l

Slede¢e teoreme dokazuju se analogno kao u slucaju funkcije jedne
promenljive, pa se daju bez dokaza.

1.3.7. Teorema.Ako je funkcija f neprekidna u tacki My € E? i ako je
f(My) > 0, f(My) < 0, tada postoji §-okolina tacke My u kojoj je f > 0,
odnosno f < 0.

1.3.8. Definicija. Funkcija f je ogranicena na skupu D C E?, ako
postoje realni brojevi p i ¢ takvi da je

(VM eD) p<f(M)<q.

1.3.9. Definicija. Ako vazi
(VM e D) f(M) < f(Mo),
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odnosno

(VM € D) f(M) = f(Mo),

onda je f(My) najveéa, odnosno najmanja vrednost funkcije f na skupu
D C E?, a sto se oznacava sa

f (M) Zﬁlg%f(M)a

odnosno

f(My) = min f(M).

MeD

1.3.10. Teorema.Neprekidna funkcija na zatvorenoj i ogranicenoj (kom-
paktnoj) oblasti G C E? ima najveéi i najmangju vrednost u toj oblasti.

1.3.11. Teorema.Neka je f neprekidna na oblasti D C E? i neka su M
i N proizvoljne tacke iz D u kojima je f(M) # f(N). Tada za svaki broj
A, sa svojstvom f(M) < A < f(N) ili f(N) < A< f(M), egzistira tacka
P € D takva da je A= f(P).

1.3.12. Definicija. Funkcija f definisana na skupu S C E? je

ravnomerno (uniformno) neprekidna na skupu S, ako za svako € > 0 egzistira
broj § > 0, tako, da za sve tacke M, N iz S vazi

d(M,N) < § = |f(M) — f(N)] < .

Napomena. Prema ovoj definiciji, razume se da svaka ravnomerno
neprekidna funkcija je neprekidna. Medjutim, obrnuto nije uvek ta¢no. Tako
na primer funkcija f(z) = %,a: € (0,1] je neprekidna, a nije ravnomerno
neprekidna.

Sledeca teorema odnosi se na uslove pod kojima je ta¢no obrnuto tvrd-
jenje.

1.3.13. Teorema.Neprekidna funkcija f na kompaktnoj oblasti D C E?
ravnomerno je neprekidna na D.

2. DIFERENCIJABILNOST | EKSTREMNE VREDNOSI

2.1. Parcijalni izvodi, diferencijabilnost
i Tejlorova formula

Neka je My(zo,yo) € Dy fiksiana tacka domena Dy funkcije z = f(x,y).
Odrediémo izvod funkcije jedne promenljive

= f(xayO)
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u tacki x = xg. Prirastaj A,z te funkcije, koji je odredjen jednakoséu

sz = f($0 + Axay(]) - f(x07y0)7

naziva se parcijalni prirastaj funkcije f u tacki My po x.

2.1.1. Definicija. Ako postoji limes koli¢nika AAI; kada Ax — 0, onda

se naziva parcijalnim izvodom funkcije f u tacki My po x i oznacava sa

0z . Ay z

-_— = 1m .
or Az—0 Ax

Na isti nacin definiSe se i parcijalni izvod funkcije f u tacki My po y.
0z A
— = lim —yz.
By Ay—0 Ay

Uobicajene oznake za parcijalne izvode su sledece :

oz 0z ,

87%, 87y7 va Zy? Zxy Zyvf;7 f@l/a fwfy-

Pravila izra¢unavanja parcijalnih izvoda funkcije z = f(z,y) su poznata
pravila izra¢unavanja izvoda funkcije jedne promenljive.

Totalni prirastaj funkcije z = f(x,y) u tacki M(x,y) € Dy, prema ranije
uvedenim oznakama je

Az = f(z+ Az,y + Ay) — f(z,y),
pri cemu (z + Az,y + Ay) € Dy. Uvedimo slede¢u oznaku :
p = /BaP + (By).

Razume se da p - 0 <— Az — 0N Ay — 0.

2.1.2. Definicija. Funkcija f je diferencijabilna u tacki M ako se njen
totalni prirastaj moze predstaviti u obliku

Az = AAz + BAy + aAx + Ay,
gde su A i B brojevi koji ne zavise od Az i Ay, ve¢ samo od x iy, a pri

cemu je
Iima=0AlimpB3=0
p—0 p—0
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ia=pF=0za Ax = Ay =0.

Prema ovoj definiciji neposredno se zakljucuje da je svaka diferencijabilna
funkcija u tacki i neprekidna u toj tacki, a osim toga, ona u toj tacki ima
parcijalne izvode.

Naredna teorema daje dovoljne uslove diferencijabilnosti funkcije u datoj
tacki.
2.1.3. Teorema.Ako funkcija z = f(x,y) ima parcijalne izvode u nekoj

d-okolini tacke My(xo,yo) @ ako su parcijalni izvodi neprekidni u tackiMy,
tada je ona diferencijabilna u tacki My.

Dokaz. Neka je B[Mj,d) d-okolina tacke My u kojoj postoje parcijalni
izvodi f; i f,. Totalni prirastaj funkcije

Az = f(zo + Az, yo + Ay) — f(zo0,y0),

pri cemu (xg + Az, yo + Ay) € B[My, ), moze se prikazati u obliku zbira
dveju razlika

Az = [f(xo + Az, yo + Ay) — f(xo,yo + Ay)] + [f (0, yo + Ay) — f(x0, yo)].

Svaka od tih razlika u srednjim zagradama predstavlja parcijalni prirastaj
funkcije jedne promenljive. Sta viSe, na svaku od ovih razlika, moze se
primeniti Lagranzova teorema, pa je

Az = f(zo +0Az, yo + Ay)Az + f, (z0, yo + 01 Ay) Ay,

gde je
0<f<l1, 0<b; <1.

Posto su funkcije f; i f, neprekidne u tacki Mo(xo, o), to je
fo(@o + 04z, yo + Ay) = fr(0,y0) +

fg//($07290 + elAy) = fg//(ajo’ yO) + /85

pri cemu je
lima=0A lim g =0.
p—0 p—0
Dakle,
Az = f'(z0,y0) Az + fy(20,y0)Ay + aAz + Ay,

§to znaci da je funkcija f diferencijabilna u tacki M.l
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2.1.4. Teorema.Ako je funkcija f diferencijabilna u svakoj tacki oblasti
G C E?, i ako su njeni parcijalni izvodi u svakoj tacki te oblasti jednaki nuli,
onda je f konstanta u oblasti G.

Dokaz. Neka je My € G fiksirana i M € G proizvoljna tacka oblasti
G. Posto je G otvoren i povezan skup, postoji izlomljena linija MoM; ... M
koja spaja tacke My i M i sadrzana je u G. Ako se na prirastaj Az =
f(My) — f(My) primeni formula

Az = f:/n(‘/l:o + GA%ZUO + Ay)AfE + fg//(xﬂ)yo + alAy)Ayv

gde je
0<b<1, 0<6b; <1,

i uzme u obzir da su parcijalni izvodi jednaki nuli, dobice se da je f(Mjp) =
f(My). Nastavljajuéi tako od temena do temena izlomljene linije, dobijamo
FMY = C gde je C = [(My) B

2.1.5. Definicija. Ako je funkcija z = f(z,y) diferencijabilna u tacki
M(x,y), onda izraz dz odredjen jednakoséu

0z 0z
dz= Lz + La
T e $+8y b

gde je dr = Ax i dy = Ay, naziva se totalni diferencijal funkcije f u tacki
M.

Parcijalne izvode

0z 0z

ubuduée zvaéemo prvim parcijalnim izvodima, ili, parcijalnim izvodima prvog
reda funkcije f. Drugi parcijalni izvodi, ili, parcijalni izvodi drugog reda
funkcije f su prvi parcijalni izvodi funkcija f; i f,. Za njihovo predstavljanje
koriste se sledeci simboli:

5o (52) =t = fra =
5 (50) = = Fou =20
5 (50) = o= Fun = 20m
o (50) = = Fw =2
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Izvodi zgy 1 2y, poznati su kao mesoviti parcijalni izvodi drugog reda

Od parcijalnih izvoda drugog reda na isti nac¢in formiraju se parcijalni
izvodi treceg reda, itd.

2.1.6. Teorema.Neka funkcija f ima parcijalne izvode fo, fy, feys fya
u svim tackama oblasti G C E*. Ako su meSoviti izvodi fyy i fye neprekidni
na G, tada je za sve M(x,y) € G

f:ry = fyac-
Dokaz. Za proizvoljnu tacku M(x,y) € G formirajmo sledeéi izraz

Dokaz izvodimo u dva dela.
1% Ako se uvede pomoéna funkcija

p(r,y) = flz+ Az, y) = f(z,y),
tada se (%) moze napisati u obliku
u=p(,y+ Ay) — p(z,y).
Primenom Lagranzove formule kona¢nih prirastaja po y na segmentu
[y, y + Ay,

dobijamo
u =y, (z,y + 0Ay) Ay,

ili, u ekvivalentnom obliku
u=[fy(x+ Ax,y +0Ay) — f,(z,y + Ay)]|Ay.
Ako se sada na ovu razliku primeni Lagranzova formula po z, dobiée se

u= fy.(x+01Az,y + 0Ay)AzAy.

20 Ukoliko se podje od pomoéne funkcije

@D(Sﬂ,y) = f('ray + Ay) - f(x,y),
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onda, na sli¢an nac¢in kao pod 1°, dobi¢emo
u =Pz + Az, y) —Y(z,y) = P (z + bAz, y) Az,

odnosno

u= f, (x4 0Az,y + 03Ay) AzAy.

Dakle, dosli smo do jednakosti
f;’m (x+ 01Ax,y + 0Ay)AxAy = f;/y(x + 0:Ax,y + 05Ay)AzAy.

Prelaskom na limes kada Ax — 01 Ay — 0, koristeéi pri tome neprekidnost
fukeija f,,, f,, utacki M(z,y), dobijamo da je

yx?

foy(xy) = fi(z,y), (x,y) € G

Neka je funkcija f neprekidna u svim tackama oblasti G C E?. Za funkciju
f kaze se da je:

19 Element klase C™(G),n € N, ako su svi njeni parcijalni izvodi do n-tog
reda zakljuéno neprekidni na G, a simbolicki se oznacava sa f € C"(G).

20 Element klase C*°(G) ako su svi njeni parcijalni izvodi ma kog reda
neprekidni na G. Pise se f € C*°(G).

Ako je funkcija f samo neprekidna na G, onda se pise f € C(G).

Naredna teorema je generalizacija prethodne, a dokaz se zasniva na
prethodnj teoremi.

2.1.7. Teorema.Ako je f € C™(G), onda n-ti parcijalni izvod funkcije
F u svim tackama oblasti G ne zavisi od poretka diferenciranja, tj. vazi

o f o f

dxkoyn—k - Oyn—kozk :

U daljem tekstu pozabavimo se pitanjem diferencijabilnosti slozene funkcije

Z = f(/U/?U)?

gde je
u=p(,y) A\v="1y(z,y).

2.1.8. Teorema.Neka su funkcije ¢ i1 diferencijabilne u tacki M(x,y)
i funkcija f diferencijabilna u tacki P(u,v), gde je u = (M) i v = ¢(M).



Diferencijabilnost i ekstremne vrednosti 31

Tada je slozena funkcija z = f(p(M),(M)) diferencijabilna w M(z,y), i
pri tome je:
Zp = Zy Uz + 2y * U,

Zy = Zy Uy + 2y - Uy
Dokaz. Posto je funkcija f diferencijabilna u tacki P(u,v), to ¢ée u toj
tacki biti
Az = z,Au + z,Av + aAu + SAwv,

pri cemu je

lima=0A lim 8 =0,

p—»(] p—)O
gde je p = \/(Au)? + (Av)? i

p—0 << Au—0AAv—0.

Ako se totalni prirastaji Au i Av zamene parcijalnim prirastajima Aju i
A,v, dobice se da je

Ayz = 2y Azu + 2, A0 + aAzu + BALv.
Deljenjem ove jednakosti sa Az, imamo

Ayz  Azu n Agv n Agu +6Axv
Az Az Az YA Az’

Posto su funkcije ¢, 91 f diferencijabilne, pa prema tome i neprekidne, vazi:
Ar — 0= (Au —>0ANA v —0)=(a—0A[3—0).

Primenom ovih ¢injenica pri prelasku na limes u poslednjoj jednakosti, do-
bijamo da je
Zp = Ryt Ugp + 2y - Vg

Na isti nacin izvodi se i druga formula ove teoreme.l

2.1.9. Posledice. Prethodna teorema implicira sledeéa svojstva sloZenih
funkcija.

(a) Ako je = = [(u), u=p(x,y), tada je
Zy = Zy Uz N Zy = Zy - Uy.
(b) Ukoliko je z = f(u,v), u=¢(x) iv=1(z), tada je

2o = 2y Ugp + 2y * Vg
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(¢c) Za totalni diferencijal sluzene funkcije iz prethodne teoreme vaze sedece
ekvivalentne jednakosti

dz = zp - dx + 2z, - dy <=
dz = (2y - Ug + 2y - V3)dT + (24 - Uy + 2y - Vy)dYy =
dz =z, - du + z, - dv,

gde je
du = uy - dx + uy - dy N dv = vy - dx + vy, - dy.

Svojstvo (¢) poznato je kao invarijantnost forme prvog diferencijala.
Drugim re¢ima, forma totalnog diferencijala je ista, bez obzira da li su u
i v nezavisno promenljive ili funkcije.

U daljem tekstu totalni diferencijal funkcije z = f(z,y)

zva¢emo prvi diferencijal, ili diferencijal prvog reda funkcije f. Drugi difer-
encijal ili diferencijal drugog reda funkcije f je prvi diferencijal funkcije dz,
a oznacava se sa d?z. To znaci

d*z = d(dz) = (z.dx + 2z, dy)dz + (z,dx 4 z,dy), dy

= (zppdz + 2z, dy)dx + (2, dx + 2, dy)dy

= 2l da® + 22I], dady + 2, dy?,

gde je
(dx)* =da?, (dy)* =dy?, 2}, = 2,

Diferencijal treceg reda, ili treci diferencijal funkcije f je prvi diferencijal
drugog diferencijala fukcije f; oznacava se sa d3z = d(d?z).

2.1.10. Definicija. Ako funkcija z = f(z,y) = f(M) ima parcijalne
izvode do n-tog reda u tackiM, tada se prvi diferencijal funkcije d" !z zove
diferencijal n-tog reda ili n-ti diferencijal funkcije f u tacki M, i oznacava
se sa d"z.

To znagci
d"z=d(d" 'z);n € N,n > 2.

Ako se uvede operator

ox
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tada se d"z moze napisati u obliku

o 0 o\"
d z-(daj&c-i-dy@) zZ.

Prethodna formula koristi se na taj nacin Sto se n-ti stepen zbira razvija
po binomnoj formuli, a zatim se operatorima diferenciranja ”prikljucuje”
funkcija z = f(x,y). Na primer,

) 9\°
2, _
dz_<dx6x+dy8y> z
0? 0? 0?
_ 2 2
= (da: 92 + dedyaxay + dy 8y2) z
0%z 0%z 0%z

— @daﬁz + 28$8ydxdy + 8—y2dy2.

Ovde treba istaé¢i da se diferencijali dz i d?z éesto pisu u obliku
dz = pdx + qdy i d*z = rdz? + 2sdzdy + tdy>
gde se koriste MonzZove oznake:
P=2g, =2y, T = Zgz, 5= Zay, t = Zyy, (Zay = Zyz)-

Sledeca teorema daje Tejlorovu furmulu za funkciju f(z,y) sa centrom
razlaganja u tacki Moy (zo,yo) 1 ostatkom R, u Lagranzovom obliku.

2.1.11. Teorema.Ako neprekidna funkcija z = f(x,y) = f(M) ima
neprekidne parcijalne izvode do n + l-reda zakljucno v nekoj &-okolini
B[My, ) tacke My(xo,y0), tada za svaku tacku M(xg + Ax,yo + Ay) €
B[Moy, d) postoji 0 € (0,1), tako da vazi

CIOK) | A0

(M) = f(Mo) +df (Mo) + === + ..+ == + Ry,
gde je
dn+1f(M*) i}
Ry = NCES M*(zo + 0Az,yo + 0AY).

Dokaz. Neka je

x=ux9+tAx, y=yo +tAy, 0 <t <1 (dx = Az, dy = Ay)
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F(t) = f(z,y) = f(zo + tAz, yo + tAy).

Ako se u Maklorenovoj formuli funkcije jedne promenljive F'(t):

t2 " tn+1
Ft)=F . F —F" i —F™ — gt
(t) (0) +t-F'(0) + 5 0)+...+ ] (0) + RSN (61),
stavi t = 1, dobice se
F(1) = F(0) + F'(0) + 1F"(O) b LR (0) + ;F("“)(«%)
2 Tl (n+1)! ‘

Dalje ¢e biti

o

(1) = f(zo + Az,yo + Ay) = f(M),
F(0) = f(z0,90) = f(Mo),
F'(0) = [fo Az + fyAylli=o = fo(Mo)Az + fy(Mo)Ay = df (M),
F'(0) = [fmAxQ + 2fayAzAy + fyyAyQHtZO = de(MO)a

F™(0) = d" f (M),
F(n+1)(0) _ dn+1f(M*).

Ako se ove vrednosti zamene u Maklorenovom izrazu, dobice se Tejlorova
formula.l
2.2. Ekstremne vrednosti
Neka je data funkcija
2= f(z,y) = f(M), M € Dy C E?,

i neka je

Az = f(M) — f(Mo)
njen totalni prirastaj u tacki My € Dy.

2.2.1. Definicija. Kaze se da funkcija

z= f(z,y) = f(M), M € Dy C E?
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ima lokalni maksimum (minimum) u tacki My € Dy ako egzistira okolina G
tacke My sa svojstvom

(VM € G, M # Mo) Az = f(M) — f(Mo) <0 (Az = f(M) — f(Mo) > 0).

Tacka My naziva se tackom lokanog maksimuma (minimuma)

Tacke lokalnog maksimuma i minimuma nazivaju se tackama lokanog ek-
stremuma, a vrednosti funkcije u njima su lokalni ekstremumi funkcije.

2.2.2. Definicija. Tacka My(zo,yo) je stacionarna tacka funkcije f ako
je
fo(Mo) =0 A f,(Mp) = 0.

Ocigledno, ako je My stacionarna tacka diferencijabilne funkcije f, onda je

df (My) = 0.

2.2.3. Teorema. Ako je My tacka lokalnog ekstremuma diferencijabilne
funkcije f, onda je My stacionarna tacka te funkcije.

Dokaz. Posto funkcija z = f(z,y) ima lokalni ekstremum u tacki
My (x0,y0) to i funkcija jedne promenljive ¢(x) = f(z,yo) ima lokalni ek-
stremum u tacki © = xzg, pa prema poznato] teoremi za funkciju jedne
promenljive, mora biti ¢'(xg) = 0, odnosno f.(zg,y0) = 0. Na isti nacin
dokazuje se da je f?;(flf(),yo) = 0. Prema prethodnoj definiciji, M, je sta-
cionarna tacka funkcije f.l

Primetimo da stacionarna tacka funkcije nije uvek i tacka lokalnog ek-
stremuma funkcije. Na primer, ako je z = zy, onda je z, = y i z, = x, pa je
My (0,0) stacionarna tacka funkcije. Medjutim, tacka My nije tacka lokalnog
ekstremuma, jer, totalni prirastaj Az = AzxAy nema konstantan znak ni u
jednoj okolini tacke M.

U sledecoj teoremi daju se dovoljni uslovi za egzistenciju lokalnog ek-
stremuma u stacionarnoj tacki funkcije

2= fz,y) = f(M), M €GC E?,

pri éemu je G oblast (otvoren i povezan skup) iz E2. Koristiéemo pomoénu
funkciju

D(M) = (rt — s%) o M e @,

gde je
T = Zggy 8= Zgy, t = Zyy.
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2.2.4. Teorema. Neka je funkcija f element klase C3(G) i neka je
My € G njena stacionarna tacka, tj.

feC3G) Ndf(My) = 0.

Tada:

19 Ako je D(My) > 0, My je tacka lokalnog ekstremuma funkcije, i to,
tacka lokalnog minimuma ako je r(My) > 0 i tacka lokalnog maksimuma ako
je r(Mp) < 0.

20 U slu¢aju D(My) < 0, My nije tacka lokalnog ekstremuma funkcije f.
Dokaz. Iz Tejlorove formule

FM) = F(Mo) + df (My) + 5 f(Mo) + 5,

gde je
. €
limy 5 =0, p* = (Ax)* + (Ay)*.

Ako izvrSimo zamenu
Az = f(M) — f(My) Ndf(Mp) =0,

imamo

20z = d? f(My) + .

Posto je e proizvoljno mali broj, znak totalnog prirastaja Az ima isti znak
kao i totalni diferencijal

d? f(Mo) = r(Mo)(Ax)? + 2s(Mo) Az Ay + t(Mo)(Ay)?,

odnosno (Mo)(Az). A .
2 _ r 0 x)~, Yy =
M) = { T(k)(Ay)?, Ay #0
gde je
T(k) = r(Mo)k* + 2s(Mo)k + t(Mo), k = i;, (—o0 < k < +00).

Treba ispitati znak kvadratnog trinoma 7', ¢ija je diskriminanta

A(My) = —D(My) = (s* — rt) -
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19 D(My) > 0.

(a) 7(Mp) > 0. Kako je T' > 0, to je Az > 0 u nekoj okolini tacke My, $to
znaci da je My tacka lokalnog minimuma.

(b) 7(Mpy) < 0. Ovde je T'< 01 Az < 0 u nekoj okolini tacke My, pa je
My tacka lokalnog maksimuma.

20 D(My) < 0.

Kvadratni trinom 7' ima razli¢ite znake, tj. Az ima razlicite znake u
svakoj okolini tacke My, pa tacka My nije tacka lokalnog ekstremuma funkcije

f
3° D(My) = 0.
U ovom slucaju ekstremne vrednosti funkcije f u tacki My utvrdjuju se
po definiciji.®
2.2.5. Primer. Naéi lokalne ekstremume funkcije z = zy(1 — x — y).
Resenje. Domen finkcije je ravan E?, a njeni parcijalni izvodi su
p=y(l—-2z—y), ¢==z(l -2y —x),
r=-2y, s=1-2x -2y, t =—-2x.
Pomoéna funkcija D je
D(M) = 4xy — (1 — 22 — 2y)>.
Resavanjem sistema jednacina
yl—2z—y)=0, z(1 -2y —x) =0,
dobijamo stacionarne tacke:
M (0,0), M3(0,1), My(1,0), Ma(5, 3).
Prema prethodnoj teoremi ispitujemo prirodu stacionarnih tacaka.
Kako je
D(M;)=4-0—(1-2-0-2-0)? <0,
tacka M nije tacka lokalnog ekstremuma funkcije. Na isti nacin utvrdjuje
se da My i M3 nisu tacke lokalnog ekstremuma. Za tacku M, imamo

§to znac¢i da je tacka lokalnog maksimuma funkcije. Lokalni maksimum
funkcije f je



38 Funkcije vise realnih promenljivih

2.3. Uslovni (vezani) ekstremumi.

Cesto se u matematici i njenim primenama pojavljuju i takvi sluéajevi u
kojima treba odrediti ekstremume funkcije z = f(z,y) pod uslovom da su x
i y vezani nekom jednacinom.

2.3.1. Primer. Odrediti dimenzije pravougaonoka maksimalne povrsine,
datog obima 4a (a > 0).

ReSenje. Ako duzine stranica oznac¢imo sa x i y, a povrSinu sa z,
dobi¢emo
z=2ay, r+y=2a.

Eliminacijom promenljive y pomoc¢u veze y = 2a — x, dolazi se do funkcije
jedne promenljive z = xz(2a — ), koja ima maksimum u tacki x = a. Stoga
jex =y =aiz=a? Ocigledno, ovde se ne trazi ekstremum funkcije f na
njenom definicionom domenu D : x > 0, y > 0 nego na jednom njegovom
delu (odsecku) L : y = 2a —z, 0 < z < 2a. U geometriskom smislu treba
odrediti tacku ekstrmuma prese¢ne krive (prabole) povrsi z = xy i ravni
x 4+ y = 2a. Primetimo da lokalni ekstremum funkcije f ne postoji u tacki
MO (a7 a) 4

2.3.2. Definicija. Neka je na oblasti G C E? definisana funkcija z =
f(z,y) ineka je L = {(z,y) : g(x,y) = 0} podoblast oblasti G, gde je g(z,y)
funkcija definisana u oblasti G. Ako egzistira lokalni ekstremum funkcije
z = f(z,y) : (z,y) € L onda se taj ekstremum naziva vezanim (uslovnim)
ekstremumom funkcije f, a jednacina g(x,y) = 0 jedna¢inom veze.

Ocigledno, ako je M € L tacka lokalnog ekstremuma funkcije f, onda je
ona istovremeno i tacka uslovnog ekstremuma te funkcije, jer:

Az<OVAz>0= Az, <0V Az, > 0.

Obrnuto ne mora biti tacno §to smo videli u prethodnom primeru.
Za izracunavanje uslovnih ekstremuma koristi se metod elimiacije ¢ La-
granzov metod.
1° Metod eliminacije
Posmatramo jednacine
z = [f(z,y),
g(z,y) = 0.

Ako je moguce re§iti jednacinu veze po jednoj promenljivoj, na primer po
y, dakle y = d(z), gde je g(x,d(x)) = 0, onda ¢e lokalni ekstremum funkcije
F(z) = f(z,d(x)) biti istovremeno uslovni ekstremum funkcije f (vid. 2.3.1.
Primer).
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20 Lagrnzov metod

Ovaj metod koristi se u slu¢ajevima kada nije moguée resiti jednacinu
veze po jednoj promenljivoj. Polazimo dakle od jednacina

i pretpostavimo da je

f, g€ C%(@), Ngy #0, (z,y) € L.

Ovi uslovi obezbedjuju da jednacina g(x,y) = 0 definiSe implicitno difer-
encijabilnu funkciju y = y(z), a o ¢emu ¢e se ¢italac detaljnije upoznati u
slede¢em odeljku.

Obrazujmo novu, pomo¢nu funkciju, oblika

F(xay’ )‘) = f(x,y) + )\g(x,y),

gde je A\ proizvoljan realan parametar. Funkcija F' zove se LagranZova
funkcija a parametar A Lagranzov mnoZitelj. Posto je g = 0, (z,y) € L,
to je

(VA€ R) AF = Af, (z,y) € L.

Kako je g, # 0, (x,y) € L, mozemo pretpostaviti da parametar A\ zadovo-
ljava uslov

Fy=f,+Xgy, =0, (z,y) € L.

Potreban uslov vezanog ekstremuma. Neka je M (x,y) € L tacka vezanog
ekstremuma funkcije f i neka je diferencijabilna funkcija y = y(z) implicitno
odredjena jednac¢inom veze g(x,y) = 0. U tom slucaju, iz jednacina

2(x) = f(z,y(2),  g(x,y(z)) =0,

nuzno sledi, da je u tacki M:
()= fot fuy =0, go+gyy =0.
Zaista, ako se u jednacini

Fy:fy+>‘gyzov (xvy)EL
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stave koordinate tacke M i nadje odgovarajuca vrednost parametra A, imamo

Fo=fot+Ma=—fyy' —Agyy' ==y (fy + Agy) = =y - 0=0.

Prema tome, tacka M vezanog ekstremuma funkcije f je stacionarna tacka
Lagranzove funkcije F, tj.

Fo(M)=F,(M)=0 < dF(M,\) =0,

gde je F(M,\) = F(x,y, ).

Dovoljn uslov vezanog ekstremuma. Neka je M(xz,y) € L stacionarna
tacka funkcije F'. Koristeéi se Tejlorovom formulom za funkciju F u tacki
M, nalazimo

1
Af = AF = §d2F+%,(az,y) e L.

gde je
€ 2 _ 2 2
lim 7 =0, p” = (Az)" + (Ay)".
Zmak totalnog prirastaja Af funkcije f na L zavisi dakle od znaka diferen-
cijala d*F, (x,y) € L, za dovoljno malo e. Pri tome, u tacki M je:
d*F(M,\) = Fpp(dv)? 4 2F,,dzdy + Fy,(dy)?,
gzdx + gydy = 0.

Odatle, eliminacijom diferencijala dy pomodéu veze dy = —g—mdx, dobijamo
y

d*F(M,\) = (Fm - 2ny§£ +F,, Eg’c;z> (dz)?, (dz #0).

Na osnovu definicije vezanog ekstremuma i poslednje formule, dolazimo do
sledec¢ih zakljucaka:

1. Ako je d*F(M,\) < 0, M je tacka uslovnog maksimuma funkcije f.

2. Ukoliko je d2F (M, \) > 0, M je tacka uslovnog minimuma funkcije f.

3. Za d*F(M,)\) = 0, potrebna su dopunska ispitivanja ("neodredjen”
slucaj).

2.3.2. Primer. Nadéi uslovne ekstremume funkcije

2= f(z,y) =2 + 2zy + ¢,
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ako je
L:g(z,y) =222 +y*>—6=0.

ResSenje. Najpre odredjujemo stacionarne tacke Lagranzove funkcije
F(x,y,\) = 2% + 22y + y* + A\(22% + % — 6).
Resavanjem sistema jednacina
F, =2z 42y +4X\xz =0,
F,=2y+2x+2\y=0,
Fy=22>+y*-6=0.
Naime iz prve dve jednacine sistema izra¢unamo x i y pa zamenimo u trecoj.

Dobié¢emo jednacinu cetvrtog stepena po A i pri tome svakoj vrednosti za A
odgovara po jedna stacionarna tacka. Nalazimo

3 3
)\1 == _57 M1(172)7 AQ = _57 M2(_]—a _2)

A3 =0, M3(vV/2,—v2); Ay =0, My(—V2,V2).

Treba ispitati stacionarne tacke My; k € {1,2,3,4}. Kako je
Fop =244\, Fpy =2, F,y =2+ 2\,

2
drdr +2ydy =0 < dy = = (y #0),

to je
4 2
d*F(M,)\) = [(2 +4)\) — 8; +(2+ 2A)y—“;]dx2.

Dalje ¢e biti
d*F(My, M) = —9dz* < 0,
pa je tacka M, prema izlozenom, tacka uslovnog maksimuma, f(M;) = 9.
Na slican, nalazimo

d*F(My, \g) = —9dz? < 0,

pa je M tacka uslovnog maksimuma, f(Msy) = 9.

d?F (M3, \3) = d*F(My, \y) = 18d2* > 0,
M3 i M, su tacke uslovnog minimuma, f(Ms) = f(My) = 0.4

Primetimo da dobojeni uslovni ekstremumi predstavljaju ekstremume
funkcije f u tackama elipse £ : 222 + y2 — 6 = 0, koja je rub oblasti

G = {(x,y): 22> +9y* -6 < 0}.
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3. PRESLIKAVANJE | IMPLICITNE FUNKCUJE

3.1. Preslikavanje, Jakobijan i implicitne funkcije.
Egzistencija i diferencijabilnost implicitne funkcije.

Sa pojmom preslikavanja sreli smo se na pocetku ove glave. Medjutim,
u linearnoj algebri, na primer, pojam matrice se vezuje za preslikavanje.
Jednacinama

Y1 = @111 + -+ + A1pTh,

Ym = Qm1x1 + -+ + GpnTn,

definisano je preslikavanje tacke X (x1,...,2,) € E™ u tacku Y (y1,... ,Ym)
prostora E™. Dati sistem moze se predstaviti i matri¢no u obliku

Y = AX,
gde je

A= . . . CX=|:],v=

Am1 e Amyn, Tn Ym

Opstiji slucaj preslikavanja dat je sistemom jednacina

Y1 = f1($1,~- ,xn),

Ym = fm(l'lw . 7xn)7

gde su fi,..., fm proizvoljne funkcije n promenljivih. Ovaj sistem moze se
formalno izraziti u obliku

Y = f(X),
gde je f matrica kolona sa elementima f1,..., fi,.

Neka je zadat sistem linearnih jednacina

Y1 = 01121 + - + A1p Ty,

Yn = Ap121 + - + AppTn.
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Njime se definiSe jedno preslikavanje iz E™ u E™, a koje se moze izraziti u
obliku

Y = AX,
inverzno preslikavanje se definise pomocu
X =A"ty,

gde je A~! inverzna matrica matrice A.

Potreban i dovoljan uslov za egzistenciju inverznog preslikavanja je reg-
ularnost matrice A (detA # 0). Ako egzistira inverzno preslikavanje, tj.
matrica A je regularna, kaze se da je preslikavanje Y = AX regularno.

U opstem slucaju kada je preslikavanje F' : E™ — E™ izrazeno sistemom
funkcija

y1= fi(@1, ..., 20),
(1)

Yn = fn($1a cee afn),
uvodi se sledeca definicija.

3.1.1. Definicija. Preslikavanje F' : D — E™ je regularno u oblasti

D C E™ ako funkcije f1, ..., f, imaju neprekidne parcijalne izvode po svim
promenljivim i ako je detrmunanta
Ofr Ofr
ox1 e Oxny,
J=1:
Ofn dfn
o1 tt 0T,

razli¢ita od nule u oblasti D.

Funkcionalna determinanta J naziva se Jakobijanom preslikavanja F' i
Cesto se pise u obliku

J = D(ylu 7yn)
D(zq,...,z,)
U dovoljno maloj kugli sa centrom u tacki A(aq,...,a,), sadrzanoj u

oblasti D, sistem jednac¢ina (1) moze se zameniti sa sistemom jednacina
tangentnih ravni na povrsima zadatim svakom od jednac¢ina sistema (1) u
tacki A. Prema tome, imamo

~ 9fi dfi
lefl(al,... 7an)+671,‘1(a:1 (Il)“""@(ﬂjn an),

- dfn Ofn
ynwfn(al,... ’a")—i_aixl(wl_al)"'_'_@(x”_a")’
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pri ¢emu se parcijalni izvodi uzimaju u tacki A. Kao §to se vidi, ma-
trica ove linearne transformacije sastavljena je od parcijalnih izvoda funkcija
fi,..., fn po svim promenljivim i njena determinanta predstavlja ve¢ defin-
isani Jakobijan.

Neka je dato preslikavanje
1 =gi(t1,. .. ,tn),
: (2)
T = gn(t1,... ,tn),

gde su g1, ... , g, diferencijabilne funkcije u nekoj oblasti W kojoj pripadaju

tacke T'(t1,... ,t,). Ako se pomnoze determinante sistema (1) i (2) i iskoristi
svojstvo det(AB) = det(A)det(B), dobice se
91 9y, Oz, ey
ox1 Oy, oty o Otn,
oxr; Oy, oty T Otn,
Oy1 Oxq Jy1 Ox, Oy Oz Oy1 Oz,
8:131 8151 + e + 81‘n 8t1 e 8131 8tn + e + 8€En 6tn
Oyn Dxy | Dy Doy Oyn Oz1 Oyn Ozy
8171 Btl + te + aﬁn 6t1 e aa:l Btn + e + 8zn 8tn

Determinanta na desnoj strani ove jednakosti je ustvari Jakobijan

Oy oy1
oty s Ot
ayn OYn
oty e Oty

Prema tome, vazi jednakost

D(yla'”)yn).D(lilv'-'a'xn) D(yl)vyn)

D(z1,...,2n) D(ti,... tn)  D(ti,... t,)"
Ova jednakost moze se uopstiti na slucaj kada je dato vise posrednih pres-
likavanja.
Ako se u sistemu (2) uvede smena t1 = yi,...,t, = Yn, pri cemu se
funkcije ¢1,. .. , g, dobijaju iz sistema (1), tj. ako postoji inverzno preslika-
vanje f~1, tada iz poslednje jednakosti imamo

D(y17"' 7yn) . D(ﬂfl,... ,f)’jn)

=1,
D(zy,...,xn) D(y1,.--,yn)
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pa je
D(y1,-- 3 yn) 1

D(z1,...,z,) %

3.1.2. Definicija. Resenje sistema jednacina

Fi(x1, 05 Tmi Yty - 5 Yn) = 0,

Fn(xlw ey Tmi YL, .. 7yn) = 07
na skupu Fx C E™ predstavlja sistem funkcija

Y1 :fl(xl)"' 7xm)7"' y Yn :fn(xly--' 7xm)7

koji identicki zadovoljava (3).

3.1.3. Definicija. Funkcije koje su date posredstvom sistema jednacina
nazivaju se implicitnim funkcijama.

Neka je dat sistem jednacina

Fi(x1,. o s Tmi Yty - 5 Yn) = 0,

Fn(xly--' y Tms Y1y -- - 7yn) :07

i neka je Py(2V,...,29;49, ... ,9%) tacka iz E™*™ ¢ije koordinate zadovol-
javaju ovaj sistem. Egzistencija i jedinstvenost sistema implicitnih funkcija,
dati su slede¢om teoremom:

3.1.4. Teorema.Ako su funkcije F,... , F, neprekidne i imaju nepre-
kidne izvode po promenljivim y1,...,yn u oblasti D C E™T™ wu kojoj je
sadrzana tacka Py i ako je Jakobijan

D(Fi, ... Fy)
D(ylv"‘ ayn).

u tacki Py razlicit od nule, tada egzistira jedinstven sistem nepekidnih
funkcija
Y1 = fl(xlw'- 7xm)a" -y Yn = fn(xlw" 7xm)a
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kogi identicki zadovoljava (3) i pocetne uslove
v = fi(a2l, . 20,y = a2l 2.

Dokaz. Jednostavnosti radi dokaz se daje za slucaj kada je data samo
jedna jednacina,
F(z,y) =0,
pri ¢emu su F' i Fy neprekidne funkcije u okolini D tacke Py(zo,yo), a osim
toga je, F'(xo,y0) = 01 Fy(xo,y0) # 0. Kako je Fy(zo,yo) # 0, ne umanjujuéi
opstost dokaza, predpostavimo da je Fy(zo,yo) > 0. To znaci da postoji e-
okolina tacke yq takva da je

F(xo,y0 —€) < 0N F(xg,yo +€) > 0.

Neka su tacke (g, yo—€) i (zo, xo+€) sadrzane u oblasti D, u kojoj je funkcija
F(z,y) neprekidna. Prema poznatom svojstvu neprekidnih funkcija, egzis-
tira d-okolina tacke z( takva da za sve z € (xg — 9, zo + J) vaze nejednakosti

F(z,yo —€) <OAF(z,y0+¢€) > 0.

Prema poznatom svojstvu o medjuvrednosti za neprekidne fukcije, sledi da
za svako x € (zg — 0, x9 + J) egzistira samo jedno y € (yo — €, yo + €) tako
da je F(z,y) = 0. Dakle, na ovaj nac¢in u dé-okolini tacke zy odredjena je
funkcija y = f(x) koja zadovoljava identitet F'(z, f(x)) = 0.

Zbog uslova F,(z,y) > 0 funkcija F(x,y) je rastu¢a po y u okolini tacke
(0, Y0) pa je funkcija y = f(x) jedinstvena u d-okolini tacke xo.H

3.1.5. Teorema. Ako pored uslova sadrzanih u 4.5.4, funkcije Fy, ..., F,
su i diferencijabilne u okolini Uy C E™" tacke (29,...,29 4%, ... ,42),
tada su funkcije fi,... , fn) diferencijabilne u okolini tacke (z9,... ,29).

Razmotrimo nekoliko ¢estih sluc¢ajeva diferenciranja implicitnih funkcija.
1°. Neka je funkcija y = f(z) zadata implicitno jednakoséu

F(z,y)=0.
Ako ovu jednakost diferenciramo, imamo
F,dz + F,dy =0, (4)
a odavde je

p_dy

A F,’
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Ponovljenim diferenciranjem jednakosti (4) dobijamo
Fypdz?® + 2F,,dvdy + F,,dy* + F,d*y = 0,

odakle je
d?y 1 2
"o — ! !
-25= _E(FM +2Fyy + Fyyy™

Zamenom 1’ na desnoj strani ove jednakosti, dobijamo

1
Y' = — g (Fen by = 260y Fo By + Fyy FY).
Yy

20, Neka jednacina F(x,y,2) = 0 definise funkciju z = f(x,y). Ako ovu
jednacinu diferenciramo redom po x i y, dobijamo

0: 0 _

F$+Fz%:0, Fy+any 0, (5)

odakle je
0z F, 0z F,

5 =

Ako, na primer, prvu jednakost u (5) diferenciramo po z, imamo

F. 90y F

9 d 92\> &
Foot Fao + Fyooe + i <Z> + Fams.

ox ox ox Ox?
L. 0z F, .
Vra¢anjem na smenu — = —— nalazimo
ox F,
0%z 1

@_ FS(waFzQ_2szFsz+FZZFa?)'

4

Na slican nacin izrac¢unavamo

827; 1 2 2
a7 = " \Fwls m 2R P s+ P Fy).

z

Diferenciranjem prve jednakosti u (5) po y, nalazimo

0z 0z 0z 0z 0%z
vt dy Ty ox + Oz Oy + 0xdy



48 Funkcije vise realnih promenljivih

Smenjujudi
0z F, 0z F,
or F, oy F
imamo
0%z 1 o
Segy ~ 73 FokE — FueFyFe = FoFo P+ P B F).

3%, Jednacine F(x,y,z) = 01 G(x,y, z) =) odredjuju funkcije y = f(x) i
z = g(x). Ako ove jednacine diferenciramo po z, dobijamo

Fo+Fy +F.2 =0NG,+ Gy +G.2' =0.

Odavde nalazimo y’ i 2/, tj.

‘FI F, ‘Fy F,
y = NG Gel o, |Gy Ce
F, F.| F, F,
G, G. Gy, G,




