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1. DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOG REDA

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.
1.8.

Diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive
Homogena diferencijalna jednacina

Homogena linearna diferencijalna jednacina
Linearna diferencijalna jednacina

Bernulijeva diferencijalna jednacina

Rikatijeva diferencijalna jednac¢ina

Diferencijalna jednac¢ina totalnog diferencijala
Upotreba integracionog faktora

1.9.Diferencijalna jednacina u izrazu reSena po nepoznatoj funkciji

2. DIFERENCIJALNE JEDNACINE VISEG REDA

Vrste ovih jednacina i metode za njihovo resavanje izlozicemo pre svega proucavajaci

diferencijalne jednacine drugog reda.

2.1. Diferencijalna jednacina koja ne sadrzi funkciju u izrazu

Ovo je diferencijalna jednacina oblika

F(x,y®@,y®+D, L y®y=0  (k<n).

Njen red snizavamo uvodenjem nove zavisno promenljive z(x) = y®(x), tako da dobijamo

novu jednac¢inu

F(x,z2z2', ...,Z(”_k)) =0.

2.2. DJ koja ne sadrzi argument u izrazu

Ovo je diferencijalna jednacina oblika

F(y,y,y", ...,y™) =0

Njen red snizavamo uvodenjem nove zavisno promenljive p(y) = y'. Odatle je



Zadatak 2.2.1. Resiti diferencijalnu jednacinu  y"" + 2y(y")3 = 0.

Resenje. Opste resenje glasi y = arctan(C;x + C,).

2.3. Homogena DJ viSeg reda

Ovo je diferencijalna jednacina u kojoj funkcija ima osobinu

F(x, ty, ty’,..,.ty™) = t"F(x,y,v’, ...,y™).
Resava se smenom
y = efz(x)dx_
Zadatak 2.3.1. Resiti diferencijalnu jednacinu  xyy” — x(y")? = yy'.

W . 2
Resenje. y = C; e©2*",

2.4. Homogena linearna DJ sa konstantnim koeficijentima

Ovo je diferencijalna jednacina oblika

Lyl = y™+a,y® D+ +a, 1y +a,y=0  (a, = const).



Zadatak 2.4.1. Resiti diferencijalnu jednacinu  y'" —13y"” + 12y’ = 0.
ReSenje. y = C; + C,e* + C;e'?*,

Zadatak 2.4.2. Resiti diferencijalnu jednacinu  y"' + y'"”" = 0.

Relenje. y = C;+C,x + C3x* + Cpe ™™ + Cse™*/2cos (?x) + Cge™/%sin (?x)

2.5. Nehomogena linearna DJ sa konstantnim koeficijentima

Ovo je diferencijalna jednacina oblika

LIyl = y®W+a,y® D + -+ a,_1y' +a,y = f(x) (a, = const).

Zadatak 2.5.1. Resiti diferencijalnu jednacinu  y" — 8y’ + 7y = 14,
Reenje. y = Cie* + Cre”™ + 2.

Zadatak 2.5.2. Resiti diferencijalnu jednacinu  y"" — 9y = e3* cos x.
ReSenje. y = Cie3* + C,e 3% + 3—17 (6sinx — cos x)e*.

Zadatak 2.5.3. Resiti diferencijalnu jednacinu  y"" —y = xe*.

ReSenje. y = Cie* + Cre™ + %x(x —1)e*.

Zadatak 2.5.3. Resiti diferencijalnu jednacinu  y"" 4+ y' = 2x.

Resenje. y = C; cosx + C, sinx + x(x — 2).

2.6. Metoda varijacije konstanata

Neka je resenje diferencijalne jednacine

Lly] = y™+a,y® D+t a1y +a,y =0 (C, = const)



dato izrazom

y = Cy1(x) + Gy (x) + -+ + Cpyn(x).

Lagrange je reSenje jednacine

Lyl = y™+a;y®D + -+ a, 1y + azy = f((x)

potrazio u obliku
y = G0y (x) + C()y2(x) + -+ + Cr(x)yn ().
Ove funkcije odredujemo iz sistema
Ciy1+CGya+ -+ Cryn =0,

Ciy; + Gy, + -+ Cryn = 0,

Cly ™ + Gy o+ G0 = 0,

Ciy ™+ 8 e+ 0y = £

Zadatak 2.6.1. Resiti diferencijalnu jednacinu  xy”" —y' = x2.

Resenje. y = D; + Dyx? + §x3.
2.7. Ojlerova DJ

Ovo je diferencijalna jednacina oblika
xtyWta x®ly@=D b g xy' +a,y=f(x)  (ag = const).

Uvodenjem smene x = e*, dobijaju se relacije

’:d_ye_t ”: Clz_y_d_y e_Zt
Y =a Y dt? dt T

Pocetna jednacina postaje diferencijalna jednacina sa konstantnim koeficijentima.



Zadatak 2.7.1. Resiti diferencijalnu jednacinu  x%y" + xy + y = 2sin (Inx).

Resenje. y = C; cos(Inx) + C, sin(Inx) — In x cos(In x).

3. SISTEMI DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Definicija. Neka su F,..., F, date funkcije koje preslikavaju neki podskup iz R™* u R. Sistem
jednacina

yl;:Fk(xlylﬂ""'yn) (k:]-""'n) (1)

naziva se eksplicitni sistem diferencijalnih jednac¢ina prvog reda po nepoznatim
funkcijama yy:(a,b) = R (k=1,..,n).

Definicija. Resenje sistema (1) je uredena n-torka funkcija

V1(X), e e, V() (x € (a, b))

takva da kada se uvrste u sistem (1) on postaje identitet.

Sistem diferencijalnih jednacina koji predstavlja izraz resen po najvisem izvodu je
normalan. Takav je i sistem (1).

Svaki sistem od n jednacina prvog reda moze se svesti na normalni sistem oblika (1).

Svaki normalni sistem od n jednacina prvog reda moze se svestri na jednu jednacinu n-tog reda
po jednoj od nepoznatih funkcija.

Obrnuto, svaka jednacina n-tog reda po nepoznatoj funkciji y moze se svesti na normalni
sistem od n jednacina prvog reda.

3.1. Svodenje na diferencijalnu jedna¢inu viSeg reda

Primer. Resiti sledeci sistem diferencijalnih jednacina



y'(t) =y + 5z,
z'(t) = —y — 3z.
ReSenje.

y = (C;cosx + C,sinx) e, z= %((CZ —2C;)cosx — (C; + 2C,) sinx) e™.

3.2. Prvi integrali

Definicija. Prvi integral sistem (1) je svaka relacija
(X, y1, e, V) = C  (C — konstanta)

koju zadovoljava svaka n-torka (y; (x), ...., yn(x)) koja je resenje sistema (1).

Primer. Resiti slede¢i sistem diferencijalnih jednacina
x'(t) =x+ 2y +t,
y()=2x+y+t.
ReSenje. Sabiranjem jednacina ovog sistema dobice se
x(®)+y'(t) =3(x+y)+2t
Neka je u = x+y. Tada je u'(t) = x'(t) + y'(t), pa je poslednja jednacina oblika
u'(t) — 3u = 2t.

- ] .. . .- ) . .. 2 2
Ovo je linearna diferencijalna jednacina prvog reda. Njeno resenje je u = C;e3! — 35

Dakle,

je jedan prvi integral sistema (*).

Oduzimanjem druge od prve jednacine sistema (*) dobice se



xX®) -y (t)=—-(x-y)
Smenom v =x-y, ova jednadina postaje v + v = 0, a njeno refenje je v = C,et.
Vra¢anjem na stare promenljive, dobice se jo$ jedan prvi integral sistema (*) oblika

x—y= Cyet,

Iz ove dve relacije izraCunava se X 1 y U obliku
1 1

_ —t 3t _ 1, — [ oot 3c 1, 1
x = Cie " + Cye sty y Cie™ " + Cye st—5

§to je reSenje sistema (*).

Definicija. Sistem diferencijalnih jednacina prvog reda po nepoznatim funkcijama x; x5, ....., X,
oblika
dx, o dx,
Xi(xq1, ey Xp) Xn(xq, ey Xp)
(8)

gde su X;(i = 1,2, ...,n) poznate funkcije po x4, x5, ...., x, Naziva se simetricnim sistemom.

Primer. Resiti sledeci simetri¢ni sistem diferencijalnih jednacina

dx  dy dz
x(y—z) yz—-x) z(x-

y) @)

Resenje. Neka je x-nezavisno promenljiva, ay i z funkcija od x. 1z (2) sledi

dx +dy +dz _dx+y+2)
x(y—2)+y@z-x)+z2(x-y) 0

Dakle, x + y + z = Cy, ato je jedan prvi integral datog sistema. Zatim, iz

dx _ dy . dx _ dy
x(y—z) yz-x) x(-C+x+y) y(C—-x-y—-x)
dobijamo
x(2y — C; + x)dy = y(C, — 2x —y) dx,
tj.

y(C; —2x —y)dx —x(2y — C; + x)dy = 0.



Poslednja jednacina je diferencijalna jednacina totalnog diferencijala ¢ije resenje je

xy(C; —x—y) =Cy,

Sto znadi da je xyz = C, takodje prvi integral sistema. Iz ova dva prva integrala dobja se reSenje
zay iz, tj. opsti integral sistema (2).

3.3.Linearni sistemi diferencijalnih jednacina sa konstantnim
keoficijentima

Ovde se razmatra sistem oblika:
x'+ax+by+cz=0,
y' +a,x + b,y +cyz=0,
Z'+azx+ b3y +c32=0,
gde su ay, b, ¢, (k = 1,2,3) date konstante.
Resenje sistema se moze traziti u obliku:
x=2e", y=upue™, z=ve.
gdesu A, u, vir konstante koje se odredjuju slede¢im postupkom:
Kako je
x'=rie™, y' =rue™, z' =rve™,

zamenom u sistem diferencijalnih jednacina dobice se slede¢i sistem linearnih algebarskih
jednacina

(r+a)A+bju+civ=0,
aA+ (r+byu+c,yv=0,
asA+bsu+ (r+c3)v=0.

Homogeni sistem ima netrivijalna reSenja po A, u, v ako je



r+a, b, 1
az r+ b2 CZ == 0
as bs T+ c3

Neka su koreni jednacine razli€iti i neka su oznaceni sa ry, 15, 3. Svakom korenu r;, odgovara
netrivijalno reSenje (Ay, Uy, Vi) Sistema gde je k = 1,2,3. Tada opSte resenje sistema
diferencijalnih jednac¢ina ima oblik:

x = A et + Ay d,,e™ + AgAze™,
y = Ajue™ + Ayupe™t + Azpze™t,
z = Avie™t + Ay v,e™%t + Agvge™t,
gdesu A;,A,, A; proizvoljne konstante.
Primer. Dat je sistem:

& yrz=0, Pixiz-0 Y _siy_2-0
dt y z =1, dt X z=\, dt X y Z = U.

Resenje sistema trazimo u obliku: x = Ae™, y = ue™, z =ve™, gdesud, u, vir
konstante. Dobijamo sistem

rA+u+v=0,
A+ru+v=0,
—A+u+(@r—-2)v=0.

Homogeni sistem ima netrivijalna reSenja po A, p, v ako je

r 1 1
1 r 1 | =0.
-1 1 r-2

Odatle dobijamo karakteristi¢nu jednacinu

r 1 1 r+1 1 1
1 r 1 |=|r+1 r 1 [=r+DEF-D@E-2)=0.
-1 1 r-—2 0 1 r—2

NjenareSenjasury =—1, r, =1, r3 = 2.

Za r; = —1, linearni algebarski sistem postaje

—A+u+v=0 A—-pu+v=0 —-1+u—-3v=0.



Jedno netrivijalno resenje je (A4, 11, v1) = (1,1,0). Odatle dobijamo partikularna reSenja

x, =e’t, y, =e’t, z; = 0.
Analogno, za r, =1, dobijamo (A,, u,,v,) = (1,0,—1), odakle

x, =et, y, =0, z, = —et,
Za 13 =2, dobijamo (1,,uz,vy) = (1,1,-3) i

x3 = e?t, y; = e?, z3 = —3e?t,
Opste resSenje sistema je
x = Cie '+ Cyet + Cze?t,
y= Cie t + (Cze?,

zZ= - Czet - 36382t.

4. PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

4.1. Homogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda

4.2 Nehomogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda



