| GLAVA

DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Pri razmatranju i reSavanju raznih problema iz mehanike, fizike, hemije,
geometrije i drugih naucnih disciplina i njihovih primena, nailazi se na
jednacine u kojima pored nepoznatih funkcija, njihovih argumenata i poz-
natih objekata, postoje i izvodi tih funkcija. Takve jednacine zovu se diferen-
cijalne jednacine i to obicne, ako nepoznate funkcije zavise samo od jednog
argumenta i parcijalne, ukoliko nepoznate funkcije zavise od vise argume-
nata.

Prva ¢etiri poglavlja ove glave odnose se na obi¢ne diferencijalne jednaci-
ne, a peto je posveéeno parcijalnim jednacinama.

1. OSNOVNI POJMOVI

1.1. Definicija diferencijalne jednacine, vrste resenja i
geometrijska interpretacija

Neka su dati neprazan skup Q = {(z,9,v1,...,yn)} C E""? i funkcija
F:Q — E'.

1.1.1. Definicija. Jednacina oblika
F(z,y(x),y (2), ... ,y™(x)) =0 (1)
u kojoj je x nezavisno promenljiva, y = ¢(x) nepoznata funkcija i

Y,y
njeni izvodi, naziva se obi¢na diferencijalna jednacina opsteg oblika, i to reda
n, ili n-tog reda, ako je najveéi izvod koji sadrzi, reda n.
17
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1.1.2. Primer. Jednacina zy” 42y +y = € je drugog reda, a jednacina
!,

y" =3y + xyy'y” = xy"” treéeg reda.

Ukoliko je diferencijalna jedna¢ina data u obliku

y(n) = f(x7 y7 y/7 AR 7y(n_l))7 (1/)

gde je realna funkcija f definisana na nekom skupu Q C E™*!, onda se za
jednacinu (1') kaze da je obiéna diferencijalna jednacina reda n, ili n-tog
reda, normalnog oblika.

1.1.3. Definicija. Kaze se da je funkcija

y =), v €A, (2)

resenje diferencijalne jednacine (1), ako je:
19 ¢ diferencijabilna n puta na skupu A,
20 (Yz € A)((z, p(x), ¢'(x), ..., o' (2)) € Q)
30 (Vo € A)(F(z, p(z), ¢ (z),... 0 (x)) = 0).
Kaze se: Funkcija ¢ zadovoljava diferencijalnu jednac¢inu (1), tj. njenom

zamenom, jednacina (1) pretvara se u identitet na skupu A. Odgovarajuéi
grafik resenja ¢ zove se integralna linija ili integralna kriva jednacine (1).

Domen A C E' diferencijabilne funkcije ¢ je u sebi gust skup, tj. svaka
njegova tacka je istovremeno i njegova tacka nagomilavanja. Najvazniji
primeri takvih skupova su otvoreni, poluzatvoreni i zatvoreni itervali. In-
tervale ¢emo oznaciti sa I, i smatra¢emo da je funkcija ¢ diferencijabilna u
njihovim krajevima, na primer u levom kraju ako u njemu ima desni izvod.

1.1.4. Primer. Funkcije fi(z) = €%, fa(z) = e® + 3¢ 7, f3(x) = ch(x)
su resenja jednacine y” = y.

Kod eksplicitnog oblika (2), resenje ¢ diferencijalne jednacine (1) moze
biti odredjeno i u implicitnom obliku

P(z,y) =0, gde je (Vo € A)(®(x,p(x)) = 0), (2')
kao i u parametarskom obliku

r=g(p), p € B,

y=d(p), p € B. @)

Relacija (2') ¢esto se naziva integral diferencijalne jednacine (1).
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Neka je data diferencijalna jednacina prvog reda, oblika

y =f(z), vl

Ako je funkcija f neprekidna na intervalu I, onda ona, ima beskona¢no
mnogo primitivnih funkcija

y:/f(m)dx—l-Cl:cp(x,Cl),

gde je 1 proizvoljan realni parametar koji ne zavisi od x. Drugim rec¢ima,
ako posmatrana diferencijalna jednacina ima jedno reSenje, onda ¢e ih imati
beskona¢no mnogo u zavisnosti od parametra C;. UopSte, ako diferencijalna
jednacina n —toga reda ima bar jedno reSenje, onda ¢e ona imati beskonacan
skup reSenja koja zavise od n medjusobno nezavisnih realnih parametara
Ci,...,C, koji ne zavise od z. Takva reSenja mogu imati sledeée oblike:

19 Eksplicitni y = ¢(z,C4,...,Cp),
20 Implicitni ®(z,y,C1,...,C,) =0,
30 Parametarski x = g(p,C1,...,Cpn), y=d(p,C1,...,Cp).

Pri tome pretpostavljamo da tacka C = (Ci,...,C),) pripada nekoj
oblasti W prostora E™.

Resenjima 19 — 3° odgovara klasican naziv "opste resenje”. Ona pred-
stavljaju jednacine n-parametarske familije integralnih linija diferencijalne
jednacine.

U teoriji diferencijalnih jedna¢ina i u njenim mnogostrukim primenama
u praksi od posebnog je znacaja pitanje nalazenja onih reSenja jednacina,
koja zadovoljavaju zadate dopunske uslove: pocetne, grani¢ne, da budu pe-
riodi¢ne funkcije, ograni¢ene funkcije itd. Ovde najpre izlazemo pocetne
uslove i u vezi sa tim definiSemo Kogijev problem.

Neka je data diferencijalna jednacina

y™ = flz,y,y,. ..y, (1)

i neka je Q@ C E™*! domen funkcije f, a tacaka

-1
Po(.l?o,yo,y(l),-.. ’y(()n ))EQ

proizvoljno, uocena tacka skupa ). Uvedimo u razmatranje sledece relacije:

y(x0) = Yo, ¥ (@0) = Y- -,y V(o) = 35" . (1)
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Formulacija Kosijevog problema: 1z skupa resenja diferencijalne jednacine
(1"), izdvojiti ono njeno resenje y = ¢(x) koje zadovoljava date uslove (1”).
Ako takvo resenje postoji, ono se zove Kosijevo resengje. Relacije (1”) zovu se
pocetni ili Kodijevi uslovi, a dati brojevi xo, yo, yj, - - - =Y pocetne vred-
nosti Kosijevog problema. Kaze se simboli¢no da reénje ¢ prolazi kroz tacku
Py. Ako u nekoj okolini tace x = xg postoji samo jedno Kosijevo resenje
koje prolazi kroz tacku Py, tada ¢emo reéi da je Py tacka jedinstvenosti ili
obiéna tacka jednacine (1').

A sada da u najkra¢im crtama kazemo nesto o reSenjima koja zado-
voljavaju odredjene uslove na krajevima nekog segmenta [a,b], takozvane
graniéne (konturne) uslove. Zadatak nalazenja takvih reSenja poznat je kao
grani¢ni problem. Moguée je da grani¢ni problem ima jedno ili viSe reSenja
ili da uopste nema resenja. Razmotrimo sledece primere.

1°y" +y =0, y(0) =1, y(3) = 0.

Opste resenje ove jednacine je

y=Crcosx+ Cosinz.

Zamenom opsteg reSenja jednacine u datim grani¢nim uslovima, dobija se
sistem jednacina
Cicos0+ Cysin0 =1,

Crcos3+ Cysind3 =0,
¢ija su reSenja C; = 1 i Cy = —cot3. Dakle, na§ grani¢ni problem ima
jedinstveno resenje
Yy = cosx — cot 3sinz.
209" +y =0, y(0) =0, y(r) = 0.
U ovom slucaju grani¢ni problem ima beskonacno mnogo re§enja

y = Cysinz,

gde je (5 proizvoljna realna konstanta.

3%y +y =0, y(0) =1, y(r) =0.

Zamenom opSeg reSenja u grani¢nim uslovima, dobi¢e se C; =11 Cy = 0.
Ovaj grani¢ni problem nema resenja.

Jednacina

ao(x)y(”) +.oit an_1(2)y + an(x)y = F(2),

gde su koeficijenti a;(x) i F'(z) neprekidne funkcije na intervalu (a, b), naziva
se linearna diferencijalna jednacina n-tog reda. Razmatranje ove jednacine
daje se u odeljcima 3.4. i 3.5.
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Ako je ag # 0, mozemo podeliti obe strane jrdnacine tim koeficijentom i
dobiti ekvivalentnu jednac¢inu

v+ iy 1y 4 pey = f().
Ako je u (a,b) f(x) = 0, jednacinu nazivamo homogenom inace je neho-

mogena.

Kod homogene jednacine uvodimo oznaku (linearni operator L)

Llyl =y + pry™ D + 4 a1t + pay
Neposredno se dokazuje da je

Llyy +y2] = L[y1] + Llya],
L[Cy]CLJy] (C = const.)

Uopste, za linearnu jednacinu

najopstiji konturni uslovi daju se na slede¢i nacin :

n—1
Yo=Y _[afyD(a) + By D ()],
=0

gde je pe {l,... ,m}, a oz,(j), ,(f) su konstante.
Ako su svi vy, = 0, konturni uslovi zovu se homogeni.

U daljem tekstu ovog odeljka posmatra¢emo jednacinu

y' = flz,y), (3)

gde je realna funkcija f definisana na nekom skupu Q C E?. Kao §to je veé
istaknuto, problem nalazenja resenja jednacine (3) koje zadovoljava uslov

y(z0) = Yo, (3")

zove se Kogijev problem, a reSenje, ukoliko postoji, naziva se Kosijevo reSenje.
Relacija (3’) zove se pocetni, ili Kosijev uslov, a brojevi xg i yo su pocetne
vrednosti. Moguce je da Kosijevo resenje ¢ ne postoji, ili da postoji jedno
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ili viSe takvih reSenja. U vezi sa tim postavlja se pitanje egzistencije ¢ jedin-
stvenosti reSenja Kosijevog problema (3) — (3).

Moze se traziti resenje jednacine (3) za koje vazi jedna od implikacija
T —x0 =y — Yo iliy— yo =1 — 0,

pri ému z( i yo mogu biti fiktivni elementi oo, ili (zg,y0) ¢ Q. Zadatak
nalazenja takvog reSenja naziva se singularan slucaj Kosijevog problema.

Neka je @ = QU @', gde je Q' skup tacaka nagomilavanja za Q.

1.1.5. Definicija. Tacka My(xo,y0) € Q kroz koju prolazi samo jedno
resenje diferencijalne jednacine (3), zove se tacka jedinstvenosti ili obicna
tacka jednacine (3). Tacke skupa @ koje nisu obi¢ne tacke, i sve tacke skupa
Q \ Q su singularne tacke jednacine (3).

1.1.6. Definicija. Resenje diferencijalne jednacine (3) koje prolazi samo
kroz njene obi¢ne tacke, zove se partikularno resenje. Resenje jednacine (3)
koje prolazi samo kroz njegove singularne tacke, zove se singularno resenje.

Treba reé¢i da postoje i takva reSenja jednacine koja prolaze kroz obi¢ne
i kroz singularne tacke. Linija L C @ koja se sastoji samo od singularnih
tacaka zove se singularna linija diferencijalne jednacine (3), pri ¢emu singu-
larna linija moze biti i integralna linija, Sto se neposredno proverava.

Geometrijska interpretacija: Neka je K : y = ¢(x),z € I, bilo koje resenje
diferencijalne jednacine

y' = f(z,y), (3)

koja je definisana na skupu Q). Posto je funkcija ¢ diferencijabilna, u svakoj
tacki M(x,p(x)) € K postoji tangenta t ¢iji je ugaoni koeficijent pravca
broj ¢'(z). S druge strane, funkcija ¢ je reSenje diferencijalne jednacine (3),

dakle
(Ve (¥ (z) = flz, o(2)).

Prema tome, u svakoj tacki M integralne krive K, ugaoni koeficijent pravca
odgovarajuée tangente t jednak je vrednosti funkcije f u toj tacki.

Ako kroz svaku tacku M € @ konstruiSemo odsecak prave €iji je koefi-
cijent pravca broj f(M), tada se kaze da je na skupu @ odredjeno polje
pravaca diferencijalne jednacine (3). Koristeéi polje pravaca, reasenje difer-
encijalne jednacine (3) moze biti formulisano na sledeéi nacin: Diferencija-
bilna funkcija ¢ je resenje diferencijalne jednacine (3) ako i samo ako njen
grafik K pripada domenu @ (K C Q) i ako tangenta u svakoj tacki grafika
K ima pravac polja jednacine (3) u toj tacki.
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Skup tacaka iz @, koje imaju paralelne pravce polja jednacine (3), zove
se izoklina te jednacine. Familija izoklina odredjena je jednac¢inom

L:f(x,y):a,

gde je a realan parametar koji ne zavisi od x i y. Sve integralne linije koje
seku odredjenu izoklinu, u tackama preseka imaju paralelne tangente. Na
toj ¢injenici zasniva se metod graficke integracije diferencijalne jednacie.
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1.2. Primeri formiranja diferencijalnih jednacina

Diferencijalne jednacine prvog reda (kao i visih redova) javljaju se u
velikom broju slucajeva u najveéem delu nauka koje primenjuju matem-
atiku (fizika, mehanika, hemija, meteorologija i dr.). Na njih se svode na-
jraznovrsniji problemi ovih nauka. Neéemo se zadrzavati na ovim izvorima
diferencijalnih jednac¢ina iako su oni najvazniji, kako zbog prdvidjenog obima
ove knjige, tako izbog ¢injenice da Ce ¢italac izucavajudi fiziku, mehaniku i
dr. biti dobro upoznat sa primenama. U ovom odeljku ogani¢i¢emo se na
tri primera matematickog karaktera.

1.2.1. Primer. Napisati diferencijalnu jednacinu svih kruznica u ravni.
Resnje. Jednacina

(= o)+ (y - B)* =1’

predstavlja kruznice u ravni. Ovde figurisu tri parametra «, 3, r. Diferenci-
rajmo gornju jednacinu tri puta po x. Dobijamo:

(z—a)+(y—B)y =0,

1+ )+ (y =By =0,

2/'y" +y'y"(y - B)y" =0.
Eliminacijom parametara « i § iz ove tri jednac¢ine dobija se:

[+ (y')ly" =3y (y")? =0,
Sto predstavlja jednu diferencijalnu jednacinu trec¢eg reda. ¢

1.2.2. Primer. Nadi krivu liniju ¢ija je duzina normale u svakoj tacki
konstantna.

Resnje. Odmah se dobija diferencijalna jednacina

ym =a (a — const).

Resavanjem po 3y’ dobijamo:

odnosno :
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Posle indegracije dobija se ops$ti integral u implicitnom obliku
(x — C)* +y* =d>

To su kruznice ¢iji su centri na osi x, poluprecnika a.4

1.2.3. Primer. Nadi krivu liniju kod koje je polupre¢nik krivine u svakoj
tacki jednak duzini normale sa negativnim znakom.

Resnje. Ocigledno se dobija diferencijalna jedna¢ina drugog reda:
1 4 y/ 2 %
[ g(//) E_ —yv1+(y')?

odnosno
1L+ @) +yy” =0.

Posle uvodjenja smene yy’ = z imamo da je (y')? + yy” = 2”, pa se data
diferencijalna jednacina svodi na jednacinu

d

dz_

T
tj.

z2=-z+C
ili
yy' = -z +C,

tj.

ydy = (¢ — x)dx.

Posle integacije leve i desne strane poslednje jednakosti dobijamo:
2?4+ y* — 20z = 2¢; — C?,

§to je opet familija kruznica. ¢

2. DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOG REDA

Dokazano je, pod izvesnim uslovima koji su dosta opsti i koji su skoro uvek
ispunjeni, da opsSte reSenje ima svaka diferencijalna jednac¢ina i obrnuto, da
svaka familija krivih linija ima njoj odgovarajucu diferencijalnu jednacinu.
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Za reSavanje diferencijalnih jednacina ne postiji opSta metoda, pa se
teorija diferencijalnih jednacina pored reSavanja nekih opstih zadataka, bavi
i sistematskim izlaganjem nekih tipova jednacina koje se mogu resiti.

2.1. Diferencijalne jednacine koje razdvajaju promenljive

To su diferencijalne jednacine oblika:

fi(z)e1(y)dx + fo(z)p2(y)dy =0

fi(@)p1(y)dr = — fa(z)p2(y)dy

fi(z) do — _p2(y)
fa(@) ¢1(y)

Integracijom leve i desne strane ove jednacine dobice se

fi(x) e
™ T = /%@

Kako je razlika dve konstante ponovo konstanta to je

f1(x) oa(y)
mw“+/%@

opste resenje diferencijalne jednacine koja razdvaja promenljive.

dy

dy + Cg.

dy=C

2.1.1. Primer. Nadéi opste reSenje diferencijalne jednacine

E—f—y’:O.
Y

Resenje: Posle smene 3/ = % dobice se

d
—y:—fﬁydy:—xd:c
dx Y
/ydy——/xda:+0

2 2

Yy x

=——4C

2 2 +

P2 4+y2 =20 22+42=C1.¢
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Vezbe. Resiti sledeée diferencijalne jednacine:

lay —a=0. (y=alnCx)

2.y =a*tV. (a®+a ¥ =0C)

3.a"dx + " Ydy = 0. (($)"Inab— (ab)~¥ In§ =C)
4.dy + ytanxdr = 0. (y = Ccosz)

5. ze ¥dx — V2?2 +1dy=0. (y=In(C+v22+1,)

2.2 Homogena diferencijalna jednacina

Diferencijalna jednacina oblika

v = f(%) (4)

naziva se homogena diferencijalna jednacina.

Jednacina (4) resava se na sledeéi nacin. Uvodi se smena y = u(z)z gde je
u = u(z) nova nepoznata funkcija po z. Dobiée se y' = v’z +u, pa jednacina
(4) postaje jednacina sa razdvojenim promenljivim

vr+u= f(u) e xdu=(f(u) —u)dx,

du dx du
f(u)—u:x@/f(u)—u:lncz‘

Iz poslednje relacije odredjuje se nova nepoznata u, a iz smene y = uzx
nepoznata y.

2.2.1. Primer. Nadéi opste reSenje diferencijalne jednacine
’ Y
Ty —y = xsin =.
T

ResSenje. Deljenjem leve i desne strane sa x dobice se

y’:g—i—sing,
T T

a posle smene y = uw,tj. v = v'z +u

, ) du dx
vr=sinuy & —=—.
sinu
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Integracijom leve i desne strane poslednje jednakisti dobice se

lntan;—/ du = d—lenC:U.

sinu T

Prema tome iz Intan § = In Cz sledi da je

u u
tan 5= Cr & 5= arctan Cz & ¥_ 2arctan Cx. 4
T

Napomena. Jednac¢ina oblika F(z, vy, ') = 0 homogena po z iy
sa stepenom homogenosti k (F(tz, ty,y’) = t*F(x,y,y’)) uzimanjem da
jet = % posle deljenja leve i desna strane sa z svodi se na jednacinu
F(1,%,4y") = 0 koja je ekvivalentna sa jednacinom (4).

Napomena. Diferencijalna jednac¢ina oblika

;o ar +by +c
y_f<Ax+By+C> (5)

gde su a, b, ¢, A, B, C konstante, mozese svesti na oblik (4). Zaista smenom
y=u+a, x=v+[f, gdesuaif konstante jednacina (5) postaje

(6)

dl_f av + bu + af + ba + ¢
dv " \Av+ Bu+ AB+ Ba+C

b

0 . a
17 Neka je A B

‘ # 0, tada sistem linearnih jednacina

af +ba+c=0,
A+ Ba+C=0

ima jedinstveno resenje po a i 8 pa je jednacina (6) oblika

dfu_}e av + bu _f a+ by
dv Av+Bu) A+ By
a to je jednacina oblika (4)
b

0 . a
2Y Neka je A B

‘ZO@aB—Ab:()@g:g(:k) tj.

A=ka, B=kb,
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gde je k konstanta. Uvodjenjem smene ax + by = u, gde je u nova nepoznata
funkcija od z. Jednacina (5) dobija oblik

;. u+c
u _a+bf<ku+C’>’

a to je diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive.

2.2.2. Primer. Nadi opste resenje diferencijalne jednacine

,74a:—y+7
Y oty —1

ResSenje. Ako se uvedu nove promenljive £ i n, takve da je
r=8+a y=n+p,
gde su « i B zasad neodredjene konstante, ima¢emo
der =d¢, dy=dn.
Unesemo li to u zadatu diferencijalnu jednac¢inu, dobi¢emo

dp 4 —n+da—-pB+7
d¢  26+n+2a+p8-1

Ako se a i § odrede tako da budu reSenja sistema linearnih jednacina

da—[F+7=0
204+ 3—-1=0,

tj. a = —11 @ = 3 diferencijalna jednacina (x) postaje homogena, t;j.

¢ 26+

dn 4§ —n (54)

Neka je sada u = g Odavde je n = u£ i n’ = v’ + u. Ako se to zameni u
diferencijalnu jednacinu (#x), dobice se

du 4 —u

u+d7€'£:2+u,
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ili razdvajanjem promenljivih

(u+2)du  d§
u2+3u—4 &

Kako je
u+2 3 2

u2+3u—4_5(u—1)+5(u+4)’

to posje integracije dobijamo
3Inju—1|+2Inju+4|+5mn|¢| =C,
ili
(u—1)>(u+4)?- 6 =C.

Posto jeu = g, ax =E&—11iy =n+3to je opsti integral zadate diferencijalne
jednacine oblika:
(y—z—4)>3y+4c+1)>=C.4

2.2.3. Primer. Nadi opste resenje diferencijalne jednacine

2
/ x—y—l
Y _<2x—2y+1> ‘

Resenje. Uvodimo novu funkciju v = x — y, pa je

Diferencijalna jednacina ¢e imati oblik
2
u—1
1—u =
" <2u + 1)

du_l (u—1)2

de —  (u+1)2

odnosno

Ako se promenljive razdvoje dobice se

du? +4u+1

du = dx.
u(u+2) w= o
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Odavde je posle integracije

1

1 9
3 <4u+2ln|u|—21n]u—|—2> =z+C,

ili posle vra¢anja na promenljive x i y,
20 —8y+Injz —y|—9lnjz —y+2|=C

je opste resenje date diferencijalne jednacine. 4

Vezbe. Resiti sledece diferencijalne jednacine:
1y =es + 4. (y=—2zIn(C —Inx))

x

2. .CCSy/ = y(x2 + y2). (x =Ce 247)

3. (zy —y)er = zsin(er). (y = xIn(2arctan Cz))
4. (zy' +y)?2 =%y, (W(C—2x)=C? y=4x)

5. 2%(y")? = 3wyy' + 29> =0. (y=Cux, y=Ca?)

2.3. Linearna diferencijalna jednacina

Jednacina oblika
¥ +yp(z) = q(z) (7)

gde je y nepoznata funkcija, a p i ¢ su date funkcije od x naziva se linearna
diferencijalna jednacina.

Opste resenje ove jednacine dato je formulom
y = e_fpdm(C—i- /qefpdxd:v),

a ovde dajemo jedan postupak dobijanja date formule.

Nepoznatu funkciju ¥ mozemo zameniti sa dve druge nepoznate funkcije
u(z) 1 v(x) relacijom
y=w =1y =uvv+vu

Jednacina (7) dobija sledeéi oblik

v+ v'u+uvp = q < v +up) +v'u=q.
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Nepoznata funkcija u moze se odrediti iz uslova v’ + up = 0, pa sa tako
odredjenom funkcijom u moze se odrediti i funkcija v iz uslova v'u = q.

d d
u'+up=0<:>—u—l—up:0<:>—u:—pda:
dx U

Posle integracije

lnu:—/pdx@u:e_fpdx.

dv

Zamenom u i v’ = e jednacini v'u = ¢ dobice se
x

/dv:/qefpd$dx<:>v:/qefpdmdl‘-l-C

pa je
y=-e fpdz(C + qefpdzda:) (8)

Zadatke resavamo ili pomoc¢u formule (8), ili primenom izlozenog pos-
tupka.

2.3.1. Primer. Nadi opste resenje diferencijalne jednacine
my/ +1y =cosx.

Resenje: Posle deljenja sa x data jednacina postaje

1 Ccos ¥ COS T

Y +y—= ., P=—, ¢ -
X

1
T T T

Prema formuli (8)

y:e_f?(C—i—/COS%ef?dx)

x
£,
1
Y= ;(C’+sinaz).0

Vezbe. Resiti sledeée diferencijalne jednacine:

L (1+2%)y +ay=1. (y= 4= (C+ )

2. (ysinx — 1)dz + coszdy = 0. (y =sinz + Ccosx)
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3. x+ (#? —cosy)y’ =0. (2% =Ce 2 + 2( siny + 2cosy))
4. y'cosy+siny=x+1. (siny=z+Ce *—z+1)
5.y +siny+wcosy+x=0. (tany =Ce ™ +1)

2.4. Bernulijeva diferencijalna jednacina

Diferencijalna jednacina oblika

Y +yp(x) = q(x)y" (n € R) (9)

poznata je kao Bernulijeva diferencijalna jednacina.

Ako je n =0 ili n =1 jednacina (9) je linearna.

Zasluéajn ¢ {0,1} moze se uvesti smena y = z*, gde je z nova nepoznata
funkcija i k konstanta. Posto je, posle ove smene 3 = kz*~12’ jednacina (9)
postaje

k2F12 4 2Pp(x) = 2P ().

Posle deljenja sa kz*~! dobija se

1 1
2+ %p(:v)z = %q(:c)zk”_kﬂ. (10)

Konstanta k se moze izabrati tako da je kn —k+1 =0, tj. k = ﬁ Tada
(10) glasi
1

p(x)z = q(x), (11)

/
Zt 1-—n

1—n

a to je linearna diferencijalna jednacina. Kao §to je poznato jednacina (11)
ima opSte reSenje oblika

z2=Cpi(x) + pa(x)

gde je C proizvoljna konstanta, a ¢1(z) i p2(z) potpuno odredjene funkcije
od z. Prema tome, opste resenje jednacine (9) je oblika

-
y=(Cor(z) + p2(z)) ™.
2.4.1. Primer. Nadi opste reSenje diferencijalne jednacine

2xy’ +y + 32%y* = 0.
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Resenje:
229 +y = —32%y%/ : 2>

Y 1 3

S 4+ —=——z.

y2  2xy 2

Smenom z = i; ;2= ‘yg' jednacina se svodi na

2 +z— = —§x

20 27

a to je linearna diferencijalna jednacina pa je

w 3 _[da
z=e 31(6’4—2/966 fgrdx),

2
=Vz(C + z\x).

= eélm(CW— 3 /$€_ﬂlﬁdl‘),

Dakle
1

1

Vezbe. Resiti sledece diferencijalne jednacine:
1. ¥ +ytanz = 9% ((C —sinz)y = cosx)

2. 2yy' +y?cosx = (1 —sinz)cosz. (y? =sinz + Ce™5107)
3. y" —nay"ly = (n—1)a". (2" +y" = Cxzx)

4. 2wy + )y =322 (y?* + 23y = Ca2?)

5. cosy + 22y’ cos?y —xy'siny = 0. ((y+ C)cosy = L)

x

2.5. Rikatijeva diferencijalna jednacina
Diferencijalna jednacina oblika
Y +yp(e) + y?q(z) +r(z) =0 (12)

gde je y nepoznata funkcija, a p(x), ¢(x) i r(z) date funkcije poznata je kao
Rikatijeva diferencijalna jednaéina.
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Dokazano je da se jedna¢ina (12) u opstem slu¢aju ne moze resiti pomocu
kvadratura. Medjutim, ako je poznato jedno partikularno resenje jednacine
(12), moze se dobiti opste resenje na jedan od sledeca dva nacina:

(a) Ako je y1(z) partikularno resenje jednacine (12) smenom y = y; (x) +
z(x) gde je z(x) nova nepoznata funkcija jednac¢ina (12) dobija oblik

2+ (p(x) + 2q(x)y1 (2))z + q(x)2* = 0,

a to je Bernulijeva diferencijalna jednacina.

(b) Neka je yi(z) partikularno reSenje jednacine (12). Smenom y =
y1(x) + ﬁ gde je z(z) nova nepoznata funkcija jednac¢ina (12) postaje

2= Q2yip+q)z—q=0, (13)

a to je linearna diferencijalna jednacina.

Opste resenje jednacine (13) ima oblik

2= Coi(a) + 2(a)

gde je C proizvoljna konstanta, a ¢1(z) i p2(x) odredjene funkcije. Prema
tome Rikatijeva jednacina ima opsSte reSenje u obliku

1
T o) + ()

y =y1(z)

2.5.1. Primer. Odrediti a tako da prava y = ax bude partikularno
reSenje diferencijalne jednacine

(1—a?)y +y*—1=0,
a zatim nadéi njeno opSte resenje.
Resenje: y = ax; vy = a,
(1-a)y +y*—1=0,
(1—2%a+a*2x? —1=0,
2%(a* —a)+ (a—1) = 0.

Poslednji polinom je nula ako je istovremeno a?> —a = 0ia—1 = 0. Za-
jednicko resenje je a = 1. Zamenom ove vrednosti u jednaciniy = ax dobi-
jamo trazeno partikularno resenje:

Y=
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Zaista, zamenom y = z odnosno ¥y’ = 1 u jednacini
(1—-a2)y' +y*—1=0,
imamo identitet
(1—2*)-1+2°-1=0.
Pomoc¢u ovog partikularnog resenja, na osnovu izlozenog postupka za nalaze
-nje opsteg resenja datog pod (a), imamo smenu

Yy=xr+z

kojom resavamo datu rednacinu.

y=x+z9y =1+27,
1—22)1+2)+(x+2)?2—-1=0,
2Z(1—a2?) +2z0 = 22/ : (1 — 2%)2?,
2! 2z 1

Z 4 — .
22 (1—-2%)z 22-1

1 2
Posle smene u = — i v = - dobice se
z z

u + 20 u = ! @u’%— 2 !
1—22  22-1 e YT 12

Ovo je linearna jednacina (7) koju resavamo po formuli (8), pa je

dez

-1dx)

u:e_f 2chac (C+

,ln(a: —1) C / IH(I _l)d‘/r
1—2a2
C -

x—l

Vracanjem na smenu u = %, imamo da je
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odnosno
2 -1

C—x’
Za razne vrednosti parametra C, uklju¢ujuéi tui C =01 C — oo, dobi¢emo

partikularna reSenja date diferencijalne jednacine. Specijalno, ako C' — oo,
imamo partikularno resnje

y=r+z=x+

y=ux.4

2.6. Jednacine sa totalnim diferencijalom. Integracioni faktor
Neka je data diferencijalna jednacina

gde funkcije P i ) imaju neprekidne parcijalne izvode po = i y. Ako egzistira
funkcija U(x,y) takva da je

dU(z,y) = P(z,y)dz + Q(z, y)dy, (15)

tada se za jednacinu (14) kaze da je jednacina sa totalnim diferencijalom.

U tom slucaju opste resenje y(x) jednacine (14) definisano je relacijom
Uz, y) =C,

gde je C' proizvoljna konstanta.
Uporedjujuéi jednakost
_ou ou

sa (15) dobice se da je

ouU ou

Sta vige
2U_op U _0Q
oxdy Oy Oydxr Ox’
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. 0*U 02U . . ey . .
Kako je ——— = (pretpostavljeno je da su parcijalni izvodi po x i
0xdy 0yox
o . L . . 0P 0Q
y neprekidni, a oni su u tom slu¢aju jednaki) razume se, da je - o
Yy x
potreban uslov da jednacina (14) bude jednacina sa totalnim diferencijalom.
P 0
Obrnuto, neka je ispunjen uslov i 8Q Iz prve jednacine sistema
Yy x
(16) je
U= [ P+ ) (1)
o
ap

gde je f(y) proizvoljna funkcija promenljive y. Kako su funkcije P i v
neprekidne, ispunjeni su uslovi za diferenciranje pod znakom integrala. Iz
(17) je

ou _ fop, .,
oy = gyl W),
i posto je —P = 7(9@ toje
8U _ xaQ / o _ /
o= | o dz + f'(y) = Q(z,y) — Q(zo0,y) + f'(v),

tj.
Q(:L"y) = Q(:L"y) - Q(x(h y) + f/(y)a
pa je f'(y) = Q(zo,y) Sto znadi da je f(y) = fQ(xo7y)dy + K gde je K
Yo

proizvoljna konstanta.
Dakle, dobija se da je

T Yy

Umm—/mem+/mmw@+K

Zo Yo

pa je opste resenje jednacine (14) dato sa

x Yy
/P@wﬂ+/@%w@20
o Yo
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gde je C proizvoljna konstanta.

2.6.1. Primer. Nadi opte resenje diferencijalne jednacine

2 2
< i > da:+<x) dy = 0.
Tr+y Tty

Resenje. Ovde je

P 8 ( y >2 2ay
oy oy |[\z+y C(z4y)3
odnosno
0Q _ 0 [( 2 \]_ 2w
or Oz |\z+y (z+y)3,
pa imamo identitet
or _oQ
oy Oz’

Sto znadi da je leva strana jednacine totalni diferencijal neke funkcije U9z, y),
pod prdpostavkom da je z 4+ y # 0. Kako je

U _( v\
or  \z+y

Uz, y) =/<xiy>2d:c+sa(y)

gde je p(y) neka funkcija od y i zamenjuje integracionu konstantu. Ako se
izvrsi integracija po x dobija se

to je

Ulx,y) = + o(y). (*)

r+y

8U_<>
oy \z+vy/)’

to diferenciranjem po y jednaéine (*) dobijamo

oU z \? —2xy — 1? ,
0y—(fv+y) = ety TPW

Kako je
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Odavde je
¢'(y) = 1 odnosno ¢(y) = y.

Zamenom ove vrednosti za ¢(y) u jednacini (x) dobijamo trazenu funkciju
Ulz,y) tj.

- T
v,

USU, = )
(z,y) T+y r+y

te je op$ti integral date diferencijalne jednacine

x+y_

YWo_ce

Ako (14) nije jednacina sa totalnim diferencijalom, postavlja se pitanje
egzistencije neprekidne funkcije A(z,y) zajedno sa svojim izvodima koja ima
svojsto da jednacina

bude totalni diferencijal. Ovakva funkcija naziva se integracioni faktor. Ona
se nalazi iz jednacine

OAP)  9(\Q)

Oy or '

tj. ako je A(z,y) resenje parcijalne jednacine

oA 1)) oP 0Q

Q(Jﬂay)a*l, - P(%?J)@ = A(aiy - 87)' (18)

Ako je poznato da je A funkcija jedne promenljive i to A = Aw(zx,y)), gde
je w data funkcija, tada jednacina (18) dobija sledeéi oblik

dA Ow d\ Ow oP 0Q

Q(%y)@% - P(iﬁ,y)@@ = )\(67y - éTy)'

Iz ove jednacine dobija se da je

aP oQ

X By~ oz

Lo 9y 9T g, (19)
ol o]

A a2 — Por

Dakle, ako se razlomak na desnoj strani u (19) moze izraziti kao funkcija
promenljive w, onda je (19) diferencijalna jedna¢ina u kojoj su promenljive
razdvojene.
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2.6.2. Primer. Data je diferencijalna jednacina
(x — y*)dx + 2xydy = 0.

naéi njen opsti integral.

Resenje. Ovde je

oP 0Q
2N — =2
B) Y% 0r =Y
odnosno
opr , 0Q
oy ox
Kako je
oP o]
5~ o _ 22y 2
Q 22y x’

to se moze nadi integracioni faktor A(x), jer je

d\ 2 1

N = —;dm odnosno A\ = o
Jednacina )

?[(x — y2)dx + 2zydy] = 0,

je totalni diferencijal neke funkcije U(z,y) = C. U ovom slucaju je

Uley) = [ Zay+v(0)

odnosno

y2

U(.ZC,y) = ? +¢<3«")a

gde je 1(x) neka funkcija od z. Kako je

o -y
or  x2
to je
2 2
r—y Y
=—=+V(@)
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Odavde je
1
P (x) = - odnosno ¥ (z) = In |z|.

Opésti integral zadate diferencijalne jednacine je

y?
— +Injz|=C.4
x

2.6.3. Primer. Resiti diferencijalnu jednac¢inu
(52% + 2zy + 3y3)dx + 3(2® + zy® + 2y%)dy = 0.

Resenje. Ovde je

oP 0
- :2x+9?]2/\£ = 6z + 3y
oy Ox
pa je
opr , 0Q
oy " Ox’
Kako je
% B ?TI; _ 6y? — 4x 2

P—Q 2024 2xy—3xy2 —3y3 2x+y’
to postoji integracioni faktor \(x + y), tj.

d\ 2
2 d
A x4y (z+),
pa je
A= (z +y)°

Diferencijalna jednacina
(z + y)?[(522 + 22y + 3y*)dx + 3(2* + 2y + 2y*)dy] = 0
je totalni diferencijal funkcije
Ulz,y) = (2* +y°)(z +y)°
pa je opste reSenje zadate diferencijalne jednacine

(41" )(z+y)° =C4
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Vezbe. Resiti sledeée diferencijalne jednacine:
1. (% +ye)dr — (7 —we™)dy =0. (e + 7 =C)
2. y/ = 3y22_6;xey . (y3 — 2zeY = C)
: 2x
3.9y = —%. (rsiny + €2* + 3y = C)

2.7. Egzistencija i jedinstvenost resenja.
Obvojnica ravnih linija

U teoriji diferencijalnih jednacina postoji niz stavova o egzistenciji,
odnosno o egzistenciji i jedinstvenosti resenja diferencijalnih jednacina.
U ovom odeljku navodimo, bez dokaza, dve osnovne teoreme, Peanovu
i Pikarovu teoremu koje se odnose na egzistenciju reSenja diferencijalne

jednacine
y' = f(z,y), (3)

a koja je razmatrana u prvom odeljku ove glave. Razume se, ovde je f realna
funkcija definisana na nekoj oblasti Q C E?.

2.7.1. Teorema. Ako je funkcija f neprekidna u okolini tacke

MO($07 yO) € Q7

tada postoji resenge ¢ diferencijalne jednacine (3), koje zadovoljave pocetni
uslov y(zo) = yo.

Ovom Peanovom teoremom obezbedjena je egzistencija resenja, ¢ija linija
prolazi kroz tacku My, ali ne i jedinstvenost resenja. U narednoj Pikarovoj
teoremi obezbedjuje se jedinstvenost reSenja primenom LipsSicovog uslova
koji se uvodi slede¢om definicijom.

2.7.2. Definicija. Neka je realna funkcija z = f(z,y) definisana na
skupu B. Kaze se da funkcija f zadovoljava Lipsicov uslov po y, ako postoji
broj L, tako da vazi

(V(z,y), (z.y") € B)(|(z,y) — f(z,y")| < Lly — y*|),
pri ¢emu se broj L zove Lipsicova konstanta.

2.7.3. Teorema. Neka je data diferencijalna jednacina

y' = f(z,y) (3)

sa pocetnim uslovom
y(x0) = wo- (%)
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Ako je na pravougaoniku
P={(z,y):|r —x0| <aAly—uyo| Ab},a,b>0,
funkcija f neprekidna, i ako na P zadovoljava LipSicov uslov po y
|f(zy) = f2,y")| < Lly — v,
tada jednacina (3) ima jedno i samo jedno reSenje
y=p(x), x €I =[xrg— h,zo+ hl,

koje zadovoljava pocetni uslov (x), gde je
b
h =min{a, 77} A M = max{|f(z,y)| : (z,y) € P}.

Dokazaé¢emo jednu teoremu koja daje dovoljne uslove egzistencije i jedin-
stvenosti resenja diferencijalne jednacine opsteg oblika

F(x,y,y') = 0. (3%)

2.7.4. Teorema. Ako je funkcija F :

1° Neprekidna i ima neprekidne izvode po svim svojim argumentima u
nekoj zatvorenoj okolini tacke Py(xo,yo,y(), pri cemu je y, = y' reSenje
jednacine, F(xo,yo,y’) = 0.

20 Parcijalni izvod 25/ # 0 u tacki Py.

Tada jednacina (3*) ima jedinstveno resenjey = ¢(x),x € (xo—h,zo+h),
tako da je o(x0) = yo, ¥’ (x0) = Y-

Dokaz. Posto funkcija F' zadovoljava uslove teoreme o egzistenciji im-
plicitne funkcije po 3, postoji okolina Uq tacke M (zg,%o) u kojoj jednacina
(3*) odredjuje jednozna¢nu funkeiju

y' = f(z,y), (3)

gde su f, f; i f, neprekidne funkcije i pri ¢emu je

yo = f(xo,v0)-

U otvorenoj okolini Uy tacke My moze biti upisan pravougaonik P (P C Uy)
sa srediStem u My na kome funkcija f zadovoljava uslove prethodne Pikarive
teoreme. Prema ovoj teoremi, jednacina (3) ima jedinstveno resenje

y:(,O(SU), ,ICI:(iEO*h,JIO‘Fh),
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gde je h ”dovoljno mali” broj, tako da je

¢(z0) = Yo-

Kako je dalje
(V€ I)(¢'(z) = f(z,0(2))),

onda za x = x(, prema relacijama

y[') = f(z0,%0)

80(370) = Yo,
imamo

¢ (z0) = f(z0, 0(w0)) = f(70,90) = y(,-M

2.7.5. Posledica. Ako jednacina F(xo,y0,y’) = 0 ima m realnih i
razli¢itih resenja vy, dakle

F(zo,90,y;) =0, k€ {1,2,... ,m},

i ako za svak y;, vaZe uslovi teoreme, tada kroz tacku Moy(xo,yo) prolazi tacno
m integralnih linija. Prema definiciji, My je obiéna tacka jednacine (3*).

Pokazaéemo sada kako se odredjuju singularna resenja jednacine (3*) pri-
menom prethodne teoreme. Obrazujmo sistem jednacina

F(z,y,p) =0,y =p

(3% %)
Fp(x7y>p> = 07
i neka je eliminacijom parametra p dobijena jednacina
Y(z,y=0. (3" % %)

Geometrijsko mesto tacaka odredjeno jednac¢inom (3* « x), zove se diskrimi-
nantna kriva jednacine (3*).

Neka je y = p(x), x € I bilo koje singularno resenje jednacine (3*). Ako
se pretpostavi da funkcija F zadovoljava uslov 1° u svim ta¢kama singularnog
reSenja ¢, tada mora biti narugen uslov 2° u tim tackama, tj. bide

(Vo € I) Fy(z,¢(x),¢'(x)) = 0.
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Ako se uzme u obzir da je ¢ resenje jednacine (3*), tj. da je
(Vl’ € I) FP(IE,QD(,I),SD/(,I)) =0
i ¢injenica da e relacija (3* %) posledica sistema (3*x), nalazimo da je

(Vo € I) (z,p(x)) = 0.

Prema tome, singularno resenje ¢ jednacine (3*) je i reSenje jednacine (3*xx).
Obrnuto, svako resenje ¢ jednacine (3* %) u opstem sluc¢aju nije i singularno
resenje diferencijalne jednacine (3x), ono ¢ak i ne mora biti resenje jednacine.

Na osnovu prethodne analize formulisa¢emo postupak odredjivanja sin-
gularnih resenja diferencijalne jednacine (3%). On se sastoji iz tri dela, i
to:

1° Naéi diskriminantnu krivu,

20 Proveriti da li je ona integralna linija,

3% Proveriti da li su sve njene tacke singularne tacke jednacine.

Ukoliko je jedna¢inom (3 % *x) odredjeno vise linija, tada svaku od njih
treba ponaosob ispitati.

2.7.6. Primeri.

(a) Neka je (y')?—4y = 0. Eliminacijom parametra p iz sistema jednacina

F=p®>—4y=0,
F,=2p=0,

dobija se diskriminantna linija: y = 0. Posto jr y = 0 reSenje jednacine i kako
kroz svaku tacku My (g, 0) prolaze dve integralne linijey = 0iy = (z—z0)?,
u kojoj postoji samo jedan pravac: y' = 0, to je y = 0 singularno resenje
jednacine. ¢

(b) Diskriminantna kriva jednacine (y')* — 42® = 0 je prava z = 0, i
ona nije integralna linija. Ona je u stvari skup dodirnih tacaka familije
integralnih linija

y:x2+C'1, C4 ER/\yz—x2+C'2, CoecR¢

(c) Resenja diferencijalne jednacine (y')2 —y® =0suy =01

4

y:ﬁ,_c)z’ r#C, CE R4
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Ovim primerima pokazali smo da diskriminantna kriva moze predstavl-
jati singularno reSenje, zatim partukularno reSenje veoma retko i konacno,
moguce je da ne bude integralna linija.

Pored navedenog postupka odredjivanja singularnih resenja diferencijal-
nih jednacina, izlozimo jo$ jedan nacin, zasnovan na primeni obvojnice
jednoparametarske familije ravnih linija.

Neka je data familija

K:®(z,y,C)=0, CeW CR. ()

2.7.7. Definicija. Linija &, koja u svakoj svojoj tacki dodiruje samo
jednu liniju familije §, pri ¢emu u razli¢itim tackama dodiruje razli¢ite linije,
zove se obvojnica linija §.

2.7.8. Primer. Familija kruznica
K:(x—C)?+y*—a*>=0, CER,

ima ocigledno dve obvojnice y = —a iy = a.4
Izlozi¢emo sada nacin dobijanja jednacine obvojnice €. Pretpostavimo
da je ® neprekidna funkcija i da ima parcijalne izvode, pri ¢emu je u svakoj
tacki familije K bar jedan od @, i ®, razli¢it od nule. Neka je D proizvoljna
kriva, data jednac¢inom
D :y(z,y) = 0. (1)

Prethodna jednac¢ina moze biti zamenjena jednac¢inom
D: @(LU,:I/, u) = 01 (32)

gde je u resenje jednacine ¥ (x,y) = ®(x,y,u). Iz (§) i (F2), diferenciranjem
sledi
@x(x,y,C)dw—l—CI)y(m,y,C)dy = 07 (33)

¢, (z,y,C)dx + y(z,y,C)dy + O (x, y, u)du = 0,

du # 0. (84)

Neka je © obvojnica (® = €). U tom slucaju u svakoj tacki dodira
M (z,y) € € mora biti u = C, paiz (F3), s obzirom na (F4), neposredno sledi
®o(x,y,C) = 0. Drugim rec¢ima, koordinate tacaka obvojnice zadovoljavaju
sistem jednacina

®(z,y,C) =0,

So(x,y,C) =0. (85)
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Obrnuto, neka je linija ® dobijena eliminacijom parametra C' iz sistema
jednacina (§5). Ako se pretpostavi da je u svakoj taci M € ® bar jedan od
izvoda ®, i ®, razli¢it od nule, tada se jednacina (§4) poklapa sa jednac¢inom
(§3), sobzirom na drugi uslov u relacijama (§5), a jednac¢inom (F3) odredjen
je jednoznacno zajednicki koeficijent pravca linije © i krive iz familije (§)
koja prolazi kroz tacku M. Prema 2.7.7 Definiciji, linija © je obvojnica
familike K.

Linija ©, dobijena eliminacijom parametra C' iz sistema jednacina (gs),
zove se diskriminantna kriva familije (F).

Na osnovu svega Sto je napred rec¢eno moze se formulisati sledeée pravilo
za odredjivajne obvojnica familije linija (F):

1° Nagéi diskiminantnu liniju D,

20 Linija @, ili njen deo, u €ijim je tackama bar jedan od izvoda @, i ®,
razli¢it od nule, je obvojnica familije (§).

2.7.9. Primer. ®(z,y,0) =y — (x — C)? = 0, C € R. Eliminacijom
parametra C iz sistema jednacina

@Ey—($—0)2207
@CEQ(xc):O,

sledi da je ® : y = 0.. Posto je, na primer, ®, = 1, to je x-osa obvojnica
date familije parabola.4

Neka je ®(z,y,C) =) familija integralnih linija fiferencijalne jednacine
F(z,y,y") = 0. Obvojnica familije integralnih linija je singularno reSenje
diferencijalne jednacine jer, ona u svakoj tacki dodiruje odredjenu integralnu
liniju, Sto znaé¢i da njena tangenta ima pravac polja u toj tacki, i kroz nju
prolaze dve integralne linije (obvojnica i odgovarajuca integralna linija date
familije).

2.7.10. Primer. (y')3 — 27y? = 0. Familija integralnih linija odredjena
je jednacinom

y=(r—0C)3 CeR.

Obvojnica familije integralnih linija je ® : y = 0, a to je i singularno resenje
diferencijalne jednacine.4

Primetimo na kraju da je problem nalazenja singularnih resSenja diferen-
cijalnih jedna¢ina moguce reSavati na sledeée nacine :

1° neposredno integracijom same jednacine,
20 preko diskriminantne krive jednaéine

3% pomoc¢u obvojnice integralnih linija.
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2.8. Kleroova i Lagranzeva diferencijalna jednacina
Jednagina po nepoznatoj funkciju y oblika

y=ay + f), (20)
gde je f data diferencijabilna funkcija naziva se Kleroova diferencijalna
jednacina. Razume se da ova jednacina nije ekplicitno reSena po y. Stavl-
jajuéi ¥y’ = p u (20), dobice se

y=ap+ f(p), (21)
odakle, diferenciranjem po x, izlazi

(z+ f'(p))p' =0

Ako je p’ = 0, bice p = C (C je proizvoljna konstanta) i prema (21) dobice
se opste resenje jednacine (20) u obliku

y=Cx+ f(C).
Ako je z + f'(p) = 0, tada se eliminacijom p iz jednacina
z+ f'(p) =0Ay=zp+ f(p),
prema prethodnom odeljku, dobija obvojnica familije pravih
P:y=Cz+ f(C),

koja je sigularno resenje Kleroove jednacine

2.8.1. Primer. Resiti Kleroovu diferencijalnu jednacinu
a
y=ay + J (%)

Resenje.
Ako se uvede parametar ' = p i jednacina (x) diferencira po x, dobice se:

/

p=p+[w—1%]p, (%)
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odavde je
a /
r— —|p =0.
- 2]
Jednacina (2) bic¢e zadovoljena ako je:
1°. p’ =0, odakle je p = C. Zamenom vrednosti p = C' u jednac¢inu ()
dobice se opsti integral jednacine (x):

a
=Czx+ —.

Y c
20 ¢ — }% = 0, odavde je p = :i:\/g, odnosno posle zamene u jednacinu

(xx) y? = dax, i to pretstavlja singularno resenje jednacine (x). Do istog
rezultata se dolazi eliminisanjem konstante C' iz jednacina

y—C’x—%:O

a
— T+ @ =0

Sto znadci da je singularni integral y? = 4ax obvojnica pravih linija predstavl-
jenih op$tim integralom.4¢

Vezbe. Resiti sledeée diferencijalne jednacine:

Ly=ay +(y —1)>2 (y:x—%; y=Czx+ (C—1)?)

2. y=ay +V1+y? (y=vV1-—2Zy=Czx+V1+C?)

By=ay —2yy. (y=-1 y=Cx—2/C)

_E’

Jednacina oblika
y=xzf()+90), (22)
gde su f i g date diferencijabilne funkcije, naziva se Lagranzeva diferencijalna
jednacina.
Ova jednaéina resava se istom metodom kao i Kleroova jednacina. Uzi-
majuéi da je 4’ = p i posle diferenciranja dobija se

dz

T f(p)z=—4'(p). (23)

(f(p) —p)

Ako je f(p) = p, jednacina (22) je Kleroova jedna¢ina. Ako se pretpostavi
da f(p) # p jednacina (23) dobija oblik

dx f'(p) J'(p)
T T) T T (24)
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a to je linearna diferencijalna jednacina.

Dakle, opste reSsenje Lagranzeve jednacine dobija se u parametarskom

obliku
= Cp1(p) +v2(p), y=zf(p)+g9(p). (25)

Ukoliko je moguée iz sistema (25) eliminisati parametar p reSenje La-
granzeve jednac¢ine imalo bi oblik F(z,y,C) = 0.

2.8.2. Primer. Resiti Lagrange-ovu diferencijalnu jedna¢inu
y=2zy +y"°. (%)

Resenje.
Ako stavimo ' = p dobié¢emo jednacinu
y = 2zp+p’. ()

Diferenciranjem jednacine (2) po z dobijamo

p=2p+2x+p)p,
odnosno ako se xz posmatra kao funkcija od p

d—x:—2—m—2 (s * %)
dp p

i to je linearna jednacina po z. Njeno opste reSenje dobijamo smenom x =
uv, gde su u i v funkcije od p.
Zamenom z = uv i ), = u'v + uv’ u jednacinu dobijamo

2v

w'v+u(v' + =) =-2.
p
Kako je za v = p%, faktor uz u jednak nuli, to je
1
’U,,]? = —27
odavde je u = —%p?’ + C, pa je opste resenje linearne jednacine ( * *)
cC 2
T=uv = — (s s k)

p? 3’
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ako se (* * %) unese u jednacinu (xx) dobija se

_2C p?
y_p 3

Opéste resenje jednacine (x) u parametarskom obliku

_C 2p
=23
20 p?
Vs T E

(y = 0 je takodje resenje diferencijalne jednacine. )4
Vezbe. Resiti sledeée diferencijalne jednacine:
Ly+ay+a=0 (y=a-9)

2. y—22y +ay =0. (y>=C(2z —a))
3. y'2—|—23:y’2y20. (y=-Cp> =8 z=p 3
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3. DIFERENCIJALNE JEDNACINE VISEG REDA

3.1. Diferencijalne jednacine koje ne sadrze y
Najpre razmatramo jednacine oblika
F(z,y',y") =0. (25)

Uvodjenjem nove nepoznate funkcije z smenom y’ = z 1z’ = 3" diferencijalna
jednacina (25) dobija oblik

F(z,2,2') =0, (26)
a to je diferencijalna jednacina prvog reda. Ako je opSte reSenje jednacine

(26)
= f(l‘, Cl)v

prema uvedenoj smeni biée

y' = f(z,Ch). (27)

Integracijom jednacine (27) dobice se opste resenje jednacine (25)
y= /f(iU, Chr)dx + Cs.

3.1.1. Primer. Regiti diferencijalnu jednacinu
xy” + 1y = 4x.
Resenje:
zy' +y =4dx/:x
y/l + éy/ — 4

Posle smene 3’ = z, odnosno ¢ = 2’ dobice se linearna jednacina 2’/ + 1z = 4
pa je
z = eff%w(Cl +4/ef?da:)

= — + 2x.
T
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Dakle,

C
y:/(;—i—%)dx—l—Cz

=Cilnz+ 2% + Cs.

¢

Napomena.
(a) Jednacini oblika

F(z, ¢, y",y",...,y™) =0,

moguée je sniziti red za jedan smenom y = z, tj. vy’ = Z,y" =

2" ... y™ = z("=1) pa se dobija diferencijalna jednacina oblika

F(z,z,7,... z(”_l)) =0.

(b) Diferencijalna jednacina n-tog reda oblika
F(z,y™ ™, y(n)) = 0
smenom y"~Y = z, tj. y™ = 2’ svodi se na jednacinu prvog reda oblika
F(z,2,2)=0.
Ako je z = f(z,C1) tj. y™ V) = f(x,C}) tada se y dobija integracijom
poslednje jednacine (n — 1) puta uzstopno.
3.2. Diferencijalne jednacine koje ne sadrze x
Kao i u prethodnom odeljku najpre razmatrmo jednacine oblika
F(y.y',y") =0. (28)
Moze se uvesti smena 3y’ = z. Tada je

y_de _dzdy _ dz
dr  dydr  Tdy
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pa jednacina (28) postaje diferencijalna jednacina prvog reda

dz

F(y,z,z@) =0. (29)

Neka je z = f(y.Cy) opste resenje jednacine (29). Tada je v’ = f(y,C1) tj
dy = f(y,C1), a ovo je jednacina §to razdvaja promenljive.

_dy
f(ya Cl)

Integracijom poslednje jednacine dobice se

v+ = /fl/01

a to je opste reSenje jednacine (28).

= dx.

3.2.1. Primer. Resiti diferencijalnu jednacinu
2y’ =y

Resenje: Smenom ¢’ =2, ¢’ = zd data jednacina postaje

d
Zyz:zd—;/:z

dz = 2ydy.
Posle intergracije
z=y?+C?
y =y +Ct
% =y’ +Cf
d
dr = yQTyC%

Integracijom poslednje jednacine dobiée se

dy 1
T+ Co /y2 +012 c, arctan Cl
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Ili krace

Y = tan(Cla: + 0102)’
1

3.3. Jednaéine homogene po y,7/,... ,y™

Neka je u jednacini F(z,y,vy’,y"”) = 0 funkcija F' homogena po y,y’,y"”
stepena homogeniteta k tj. za funkciju F' vazi

F(z, ty, ty', ty") = t" F(z,y,y,y").

Ako jet = é dobice se jednacina oblika
/ 1
Fz,1,L 2y =0
Yy oy

Uvodjenjem nove nepoznate funkcije z = z(x) smenom y = e*, y =

e*z, y" = e*[(2")? + 2”] dobiée se jednacina

Flz,1,7,(2)* + 2" = 0.

Novom smenom z' = u, 2z” = u’ poslednja jednacina postaje diferencijalna
jednacina prvog reda.
F(z,1,u,u® +u') = 0.

Napomena.
Smene y = e¢* i 2/ = u mogu se spojiti u jednu slede¢om relacijom

y:ez :efudx

Dakle, smenom y = ef “I% homogenoj jednadini F(x,y,y,y") = 0 moze se
sniziti red za jedinicu.

Potpuno ista situacija je i sa jednacinom oblika
Flz,y,y,...,y™)=0

gde je F(z,y,y ... ,y™) homogena poy, v/ ... ,y™.

3.3.1. Primer. Nadéi opste reSenje diferencijalne jednacine

vy’ + 2y =y,
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ResSenje: Ako se uvede smena x = e, tada je

dy _ d>y dy\ _
F— 2z pa = 22 - 22 2z'
Y= a° Y <d22 dz ) ©

Zamenom ¥, y” u zadatoj jednacini dobice se

dy | (dy\’ dy
VL () =9y,
Yz T ( z ) Yz

Ova jednacina ne sadrzi novu nezavisno promenljivu z pa se moze resiti na
uobic¢ajeni naCin smenom:

du
7 =u, N =u—.

dy

Medjutim ova jednacina se moze resiti i na drugi nac¢in. Kako su obe strane
date jednacine izvodi po z, tj.

d dy\ d
dz <ydz) B dz(y )

d 2
Rl C

a ovo je jednacina koja razdvaja promenljive i njeno resenje je

pa je

y* + C1 = Cye™
i posle vra¢anja na smenu z = e*
92 +C1 = 021‘2-‘

u(z)dz

Ovu jednacinu resiti smenom y = ef . Vezbe. Resiti sledece difer-

encijalne jednacine:
1. y"cosx+y'sinc+1=0. (y=Cisinz+cosz+ Cy)
v+ 1y =2y (y=Ciz(2z —1) 4+ Cy)
vy —y" =0. (y=Ciz3+ Cox + C3)
w' = ()% (y=Cae™?)
20/)2 =(y— 1y’ (y= 4

Gt N
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6. ' cosy — (y')?siny =0. (Crx+ Cy = siny)

7. yy'sinz + [(v)? +yy']cosz = 0. (y?=C; + Cysina)
Sy 20" =0 (5= —& I(Cra+ ) +Cy)

9. y/y/// _ (y//)2 =0. (y — 02601m + 03)

3.4. Linearna diferencijalna jednacina reda n

3.4.1. Definicija.
(a) Diferencijalna jednacina oblika

y™ + fi(2)y" Y + .+ fal2)y = F(a), (30)

gde su fi(z), i€ {1,2,...,n} i F(z) date funkcije promenljive x, naziva
se linearna diferencijalna jednacina n-tog reda.

(b) Ako je F(x) = 0, jednacina (30) je homogena ; ako je F(z) # 0,
jednacina (30) je nehomogena .

(c) Ako su funkcije fi, ..., f, konstante, jednacina (30) naziva se linearna
diferencijalna jednacina sa konstantnim koeficijentima .

3.4.2. Definicija. Neka su yi, ... ,y, neprekidne funkcije na [a, b]
(a) Ako iz jednakosti

kiyr+ ...+ koyn =0 (z € [a,b];k1,... ,ky, € R)

sleduje da je ky = ... = k, = 0, kaze se da su funkcije y1, ... ,y, linearno
nezavisne na [a,b).

(b) Ako egzistiraju realni brojevi kq,. .. , k, takvi da je
k4. +k2>0
i da je
kiyi +...+koyn =0 (x € [a,b]),

za funkcije y1, ... ,y, kaze se da su linearno zavisne na [a,b].
(c) Determinanta oblika
Y1 Y2 ‘e Yn
" Yo - Un

yin—l) yén—l) o yT(Ln—l)
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zove se Vronskijevom determinantom ili Vronskijanom i oznacava sa
W(yl, e ,yn).
3.4.3. Teorema. Neka su y1,... ,Yyn resSenja homogene jednacine

Y™ 4 fi(@)y ™Y L+ fu@)y =0, (z € [a,b])

1 neka je
Y Y2 e Yn
1 Yo oo Un
n.—l n'—l o n'—l
S0
Tada je
S RAGLS

W(x) =W(xg)e o , X € [a,b].

Dokaz. Diferenciranjem funkcije W (z) dobice se da je

Y1 Y2 e Yn
Y1 Ys - Un
W/(x) _ . . . ’
En—2) én—2) o y7(1n—2)

jer sve ostale determinante koje se dobijaju diferenciranjem determinante
W (x) imaju po dve jednake vrste, te su jednake nuli. Mnozenjem elemenata

n — 1 vrste determinante W’ (z) respektivno koeficijentima

fn(:n)vfn—l(x)? s 7f2(x)

i dodavanjem odgovarajuc¢ih rezultata mnozenja elementima poslednje vrste,

zbog ¢injenice da su yi, ... ,y, reSenja homogene jednacine, tj. zbog iden-
titeta )
ygn) +f1y§n7 )—i-...—{—fnyl- =0, ie{l,...,n}
bice
Y1 Y2 “ee Yn
/

Y1 Yo e Un,
W'(z) = . : :

—A@y" Y —f@ydY L =)y



60 Funkcije vise realnih promenljivih

ili W'(z) = —f1(z)W(x). Integracijom poslednje jednakosti dobiée se da je

~ [ hiea
W(x) = W(zg)e ™ , o € [a,b].1

Dobijena formula poznata je kao Liuvilova formula.

Polazeéi od ¢injenice da je eksponencijalna funkcija e* pozitivna za svako
u € R Liuvilova formula ima za posledicu sledeée tvrdjenje.

3.4.4.Teorema. Neka je W(x) = W(y1,...,yn) Vronskijan za n resenja
linearne homogene diferencijalne jednacine. Tada:

(a) Ako je W(xg) = 0 za neko xo € [a,b], onda je W(z) = 0 za svako
x € [a,b].

(b) Ako je W(xo) # 0 za neko xo € [a,b], onda je W(z) # 0 za svako
z € [a,b].

3.4.5.Teoema. Neka suyi,... ,yn resenja diferencijalne jednacine y™ +
fi(@)y™ D 4 4 ful@)y =0 x € [a,b]. Funkcije y1,... ,yn su linearno
nezavisne na |a,b] ako i samo ako je W(y1,... ,yn) # 0.

Dokaz. Neka su yi,...,y, linearno zavisne na [a,b]. To znaci da egzis-
tiraju brojevi k1, ... ,k, koji nisu svi jednaki nuli, takvi da je kyy; + ... +
knyn = 0. Neka je k; # 0. Tada je

1
Yi = _E(klyl +oo ot kicyio F RipYier o Enyn).

(2

To znaéi da je i-ta kolona determinante W (y, ... ,y,) linearna kombinacija
ostalih pa je W (y1,... ,yn) = 0.

Obrnuto, neka je W(y1, ... ,yn) = 01ineka je W kvadratna matrica reda n
takva da je det(W) = W(y1,... ,yn). Posto je det(W) = 0 to je rang(W) <
n — 1. Prema stavu o baznom minoru (Linearna algebra u okviru kursa
Matematika I) bar jedna kolona matrice W je linearna kombinacija ostalih,

a to znaci da su funkcije y1, ... ,y, linearno zavisne.ll

3.4.6.Teorema. Neka su yq,...,yn linearno nezavisna resenja diferen-
cijalne jednacine y™ + fi(z)y™ Y + ...+ fu(x)y =0 x € [a,b]. Tada je
y=Ciy1+...+Chyy gde su Cq,... ,C, proizvoljne konstante, opste resenje

date jednacine.

Dokaz. Neposredno se proverava da je y = Ciyi + ... + Cry, reSenje
jednacine y™ + f1(2)y =V + ...+ f.(z)y = 0. Posto je W (y1, ... ,yn) # 0,
prema prdhodnoj teoremi funkcije ¥1,...,y, su linearno nezavisne pa se
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nijedna od njih ne moze izraziti kao linearna kombinacija ostalih. To znaci
da se broj konstanti u resenju y = Chiy1 + ... + Cpy, nece smanjiti, tj.
ostace n pa je shodno Definiciji 1.1.5, y = Ciy1 + ... + CrLyn, opSte resenje
homogene jednacine y™ + f1(x)y™ =Y + ... + fu(z)y = 0.0

3.4.7. Teorema. Neka su yi1,...,Yyn linearno nezavisna resenja homo-
gene jednacine

y ™+ fi(@)y" Y ot @)y =0
1 neka je v reSenje nehomogene jednacine
y ™+ @)y 4 fu(n)y = F(2).

Tada jey = Cry1 +...+ Cryn +v, gde su Cq,...,C, proizvoljne konstante,
opste resenje nehomogene jednacine.
Ova teorema dokazuje se na potpuno isti na¢in kao i predhodna.

3.4.8.Teorema. Neka je poznato opste resenje homogene jednacine

y™ 4 f(z)yY 4+ fa(z)y = 0. (31)

Tada se moZe odrediti opste resenje nehomogene jednacine
y™ + fi(@)y Y 4+ fa(z)y = Fla). (32)

Dokaz. Neka je y = C1y1 +. ..+ Chry, opste resenje jednacine (31). Moze
se pretpostaviti da su C1q,... , (), diferencijabilne funkcije od z. Tada je

n n
v =) Cui+> Ciyi (33)
i=1 i=1
Moze se zahtevati da je druga suma u (33) jednaka nuli. Tada je
n n
y' = Ciyl +)_ Clyi.
i=1 i=1

Ponovo se moze zahtevati da druga suma zadnje jednakosti bude jednaka
nuli. Ovaj postupak se nastavlja do

y™ =3 Gy + > Cly Y.
i=1 i=1
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Dakle, imamo redom

vy= zn: Ciyi, Y = zn: Ciyé oo ,y(”) = z”: Ciyl(") + anclgyi(n—l)
i=1 Py P £

uz jednakosti

.................................. , (34)
e
Zamenom ¥,3/’, ...,y u jednacini (32) i vodedi racuna da su yy,%s, . .. Yn
reSenja jednacine (31) dobiée se da je
Y L+ Oy = F(a). (35)

Jednakosti (34) i (35) daju jedan kvadratni sistem po nepoznatim funkcijama
Cy,...,C! . Posto je determinanta ovog sistema W (y1, ... ,y,) # 0, egzistira
jedinstveno resenje ovg sistema koje se moze dati u obliku

Cr = (—1)(n+k)MF(m), (ke{l,...,n})

W(ylu o )yn)
a Wi(yr,...,yn) je determinanta n — 1 reda dobijena iz determinante
W(y1,...,yn) izostavljanjem k-te kolone i poslednje vrste.

Integracijom poslednje jednakosti dobice se da je
Cr(z) = pr(z) + D, (k€ {1,...,n})
gde su Dy, proizvoljne konstante. Tada je
y=Ci@)y1 + ... + Cul@)yn

opste resenje jednacine (32).1
Postupak kojim je dokazana ova teorema poznat je kao LagranZev metod

varijacije konstanata, a u nekim udzbenicima se sama teorema naziva medod
varijacije konstanata.

3.5. Linearna jednacina sa konstantnim koeficijentima
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To je jednacina oblika

0
aoy(n) + a1y(”_1) .t a1y +any = { (36)
F(x)
gde su a;, i€ {l,...,n} realne konstante. Najpre razmatramo homogenu
jednacinu:
aoy™ + a1y + .+ an_1y + any = 0. (37)
Smenom y = e**,  y = keF®, ...y = k"eF* jednacina (37) transformise
se u
ekm(aok” +ak" . 4a,) =0,
pa se zadatak svodi na reSavanje algebarske jednacine po k oblika
aok™ + a1 k" '+ ... +a, =0. (38)

Jednacina (38) poznata je kao karakteristicna jednacina jednacine (37).
Neposredno se proverava da je ef* resenje jednacine (37) u sluéaju kada
je k koren karakteristicne jednacine.

Razlikuju se slededi slucajevi:

1° Koreni karakteristi¢ne jednaé¢ine su realni irazli¢iti. Neka su ti

koreni k1, ko,...,k,. U tom slucaju je
1 1 .. 1
Wk, . efne) = bt thn)a k1 ko ... Ky,
e N
Dakle,

Wk, ... efn?) = ekt thn)a H (ki — kj) #0,

1<j<i<n
pa je opste resenje jednacine (37) oblika
y=Cre"® 4 4+ Cefn

gde su (1, ... ,C, proizvoljne konstante.

20 Koreni karakteristiéne jednacéine su kompleksni i razliéiti.
Tada svakom paru kompleksnih korena a 4¢3 odgovara par linearno nezav-
isnih resenja

e* cos fx, e“Tsinfx
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jednacine (37). Jer je
elaEB)T — oo (o9 By + €% sin .
Neposredno se utvrdjuje da su funkcije
e*® cos Bx A e** sin B

linearno nezavisne i reSenja jednacine (37). Dakle, korenima k = a + i3

i k = a — i odgovaraju reSenja e** i e** koja treba zameniti linearno
nezavisnim reSenjima e** cos fx i e** sin Bzx.

3 Karakteristiéna jednaéina ima viSestruke korene. Neka je r
realan koren reda [. Tada je r koren svih jednacina

dk

W(aor"%—alr("_l) +...+a,)=0 (ke{0,...,1—-1})

paje zFe™ (k€ {0,...,1 — 1}) resenje jednacine (37). Neposredno, istim
postupkom kao u slu¢aju 1°, moze se utvrditi da su ova resenja linearno
nezavisna.

Ako jer = a+ i (a,B € R) koren karakteristicne jednacine reda [,
tada je 7 = a — i3 takodje koren reda [ ove jednacine. Tom paru viSestrukih
korena odgovara sledec¢ih 2[ linearno nezavisnih resenja

x*e?® cos B,  xFesinBx (k€ {0,...,1—1}).

3.5.1. Primer. Nadi opste resenje diferencijalne jednacine.
Y@ —6y®) 418y — 6y — 75" + 1204’ — 52y = 0.

ResSenje. Karakteristicna jednacina za datu diferencijalnu jednacinu je
sledeéi polinom po k

kS — 6k + 18k* — 6k® — T5k* 4+ 120k — 52 = 0
koji se faktoriSe u obliku
(k —1)%(k* — 4)(k* — 4k +13) = 0.
Dakle, koreni karakteristicne jednacine su respektivno

k= —2kg=2ks=kys=1,ks =2+3i, kg =2 — 3i
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pa su linearno nezavisna resenja y; = e~ 2%, yo = 2%, y3 = €%, ys = xe®, Y5 =
e?® cos 3z, yg = €2* sin 3z. Prema tome, opste resenje je

y = Cre 2% 4+ Cye®® + Ce® + Cyze® + Cse*® cos 3z + Cge® sin 3.4

3.5.2. Primer. Nadi opste resenje diferencijalne jednacine.

2 3/ 2: .
A

ResSenje. Odgovarajuca homogena diferencijalna jednacina je
y" + 3y +2y=0.
Karakteristi¢na jednacina ove diferencijalne jednacine je
k*+3k+2=0

i njeni koreni su
ki =-2, ko= -—1.

Opste resenje homogenog dela date diferencijalne jednacine je
Yy = Cre %" 4 Che™ 7.

Prema opisanoj metodi u Teoremi o varijaciji konstanata, smatrace se da su
C1 i Cs funkcije od z i formirati sledeéi sistem:

Cre " 4+ Che™ =0,

1
_20/ —2[12‘_ / —33: ,
1€ 2¢ 1+ e”
pa je
;L 62:1: , ez
P 1qer " 727 14em

te je posle integracije

Cy =In(e” 4+ 1) —e® + Dy,
Cy =In(e” + 1) + Ds.

Dakle, opste resenje polazne jednacine je oblika

y=[In(e® +1) — e + Di]e 2" 4 [In(e® + 1) + DyJe *.4
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Resavanje linearnih jednacina viseg reda metodom varijacije konstanata,
koja je ilustrovana na prethodnom primeru, moze biti otezano zbog ve-
likog broja obi¢nih linearnih jednacina po nepoznatim funkcijama C;, ¢ €
{1,...,n}. U tom smislu, u narednom odeljku, dajemo jednu Semu za
nalazenje partikularnog resnja nehomogene jednacine n-tog reda kod koje
je homogeni deo linearna diferencijalna jednac¢ina n-tog reda sa konstantnim
koeficijentima, a desna strana je jedna od slede¢ih funkcija ili neka njihova
linearna kombinacija:

(a) polinom n-tog stepena P, (x),
(b) eksponencijalna funkcija e**,
(c) trigonometriske funkcije sin Sz i cos fx.

Napominjemo da nije tesko utvrditi da je éma koju dajemo u narednom
odelju posledica rezultata sadrznih u 3.4.7 i 3.4.8.
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3.6. Partikularna reSenja za nehomogenu jednacinu

aoy™ + a1y D + . 4 any = F(x).

Desna strana
diferencijalne jed.

Koreni
karakteristicne jed.

Oblik
part. reSenja

F(x) = Py(z)

a) broj 0 nije koren

Qm(z), gde je

gde je P, (z)- karakteristicne polinom stepena
polinom stepena jednacine ne viSeg od m
m b) broj 0 je koren 7' Qum ()
karakteristicne
jednacine reda [
F(x) = e** P, (x) a) broj « nije koren Qm(x)e™”

gde je a-
realan broj

karakteristicne polinom stepena
jednacine ne viseg od m
b) broj « je koren 2'Qn (2)e™®
karakteristi¢ne

jednacine reda [

F(z) =

P, (x) cos fx+
+Qum(z) sin Sz,
gde su P, (z) i
Qm (z)-polinomi
stepena ne
viseg od m

i jedan od njih
ima stepen m

a) broj i3 nije koren
karakteristi¢ne
jednacine

U () cos Bz
‘H)m(x) sin Sz,
gde su u,(x) i
U (x)-polinomi
stepena ne
viSeg od m

b) broj i3 je koren
karakteristicne
jednacine reda [

2 [ty () cos Bz
+V () sin Bx]

F(z) =
e [Py, (z) cos fx

+Qm () sin fx],

3.6.1. Primer. Regiti diferencijalnu jednacinu

a) broj a + i nije

e[y, (x) cos fx

koren karakteristi¢ne +Vp, () sin fz]
jednacine
b) broj a +if je xlet®

koren karakteristi¢ne
jednacine reda [

y// _ 3y/+2y — ($2 _'_x)e&z:'

[t () cos Bz
+V () sin Bx]

Resenje. Karateristi¢cna jednacina date jednacine je

k> —3k+2=0.
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Njeni koreni su ky =1, ko = 2.
Opste resenje homogene jednacine (homogenog dela) date jednacine

yn = Cre® + C2e%7.
Prema izloZenoj Semi partikularno reSenje y, bice oblika
yp = (A2 + Bz + C)e”.

Zamenom y,, y,,,y, U polaznoj jednacini i posle skracivanja sa e3x dobiée se
slededi identitet

2Ax? + (6A+2B)r + (2A +3B +2C) = 2* + .
Pa je

Prema tome,

1
Yp = (ixQ — x4 1)e3®.

Dakle, opste resenje date nehomogene jednacine je oblika

1
Yy =yn+yp = Cre” + Coe® + (51‘2 —z+1)e* ¢

3.7. Ojlerova diferencijalna jednac¢ina
Linearna jednacina oblika
aox™y™ + a1z Ly Y 4 4 an_1ay + any = F(2)

gde su ag, a1, ... ,a, konstante naziva se Ojlerova diferencijalna jednacina.
Uvodjenjem nove nezavisno promenljive smenom x = e’ dobice se

/ y //_y_y ,,,_@‘—3?)‘1‘29
o VT Vs

gde je
d d?
y:?ia ijszg,...,xk:ekt, k‘G{l,...,n}
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data jednacina svodi se na linearnu diferencijalnu jednac¢inu n-tog reda sa
konstantnim koeficijentima.

Na isti nacin resava se i jedna¢ina oblika:
Ag(az+b)"y™ + Ay (az+b)" Ly V4 4 A, (ax+b)y + Any = F(x).

Naime smenom ax +b = e’ i ova jednaéina svodi se na linearnu diferencijalnu
jednacinu sa konstantnim koeficijentima.

3.7.1. Primer Nadi opste resenje diferencijalne jednacine
m2y” +2xy —2y=1+ z2.

Resenje. Posle smene z = ¢, t=1Inz, 2?=¢* ¢ =% ¢'=

Y5 dobija se linearna diferencijalna jednacina sa konstantnim koeficijentima

Opste resenje ove diferencijalne jednacine je
1 1
y = Che' + Coe 2t — 3 + Ze%.

Vratanjem na smenu ¢t = Inx dobija se opste re$nje date jednacine

y:Clx—l—%—%%—%x?Q

Vezbe. Resiti sledece diferencijalne jednacine.

Ly"—y —2y=4dx. (y=Cre %+ Cee®® — 21+ 1)

2.y — 6y +9y =182 —3. (y=(C1+ Cox)e3® + 2z + 1)

3.y +2y +2y=22°-2. (y=e*(Cisinz+ Cycosz) + (z —1)?)

4. y" — 8y + 16y = e*(Tsinz + cosz). (y = (C1 + Cox)e®® + & (sinz +
cos z))

415‘ y" — 6y + 10y = 64ng(sinx +2cosz). (y=e3*(Cysinz + Cycosx) +

% sinx)

6.y’ —5y +6y = 627 +2zx+4e”. (y = C1e3+Coe® +2e" + 22 + 22+ 3)

7. 23y + 42y + 22y —2y = 0. (y=Cro+ %(02 sinlnz+ Cs coslnz))
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8. 2%y —xy +2y=zInz. (y=2(Cicoslnz + Cysinlnz + Inz)

9. 23y — 322%y" + 62y — 6y =0. (y= Crx + Coz? + C32?)

10. (z+1)%" —(z+1)y +y=+vVor+1. (y=(z+1[C;+ Coln(x +
)] +4vx +1)

3.8. Linearna diferencijalna jednacina drugog reda
sa promenljivim koeficijentima

To je jednacina oblika
y" + P(x)y + Qx)y = F(). (39)

gde su P, @ i F funkcije od z. Ako je F(z) = 0 ova jednacina je homogena
i njen oblik je
y'+ P(x)y’ + Qz)y =0. (40)

Nije tesko primetiti da za jednacine (39) i (40) vaze sve one teoreme koje
su ranije date za linearne jednacine.

19 Ako su y;1(z) i y2(x) dva linearno nezavisna reSenja jednacine (40)
onda se opste resenje jednacine (39) moze odrediti Lagranzevom metodom
varijacije komstanata.

20 Ako je funkcija o(x) partikularno regenje jednacine (39) smenom y =
u(z) + () jednacina (39) svodi se na jednacinu (40) po nepoznatoj funkciji
3.8.1.Teorema. Ako je yo(x) partikularno resenje homogene jednacine

(40) smenom y = yo(z)z(x) nehomogena jednacina (39) svodi se na linearnu
diferencijalnu jednacinu prvog reda.

Dokaz. 1z y = yo(z)z(x) sledi da je
Y =yoz+y0, Y =102 +2yp2" +yg2.
Zamenom y, 3, 3" u (39) dobiée se
voz" + (2yy + Pyo)z’ + (v + Pyy + Quo)z = F. (41)
Kako je y” + Py, + Quyo = 0 (yo je partikularno resenje) jednacina (41
o 0

postaje
voz" + (2y, + Pyo)z’ = F. (42)
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Smenom 2z’ =wu, 2" =’ jednacina (42) postaje

you' + (2y, + Pyo)u = F, (43)
a to je linearna diferencijalna jednacina prvog reda po nepoznatoj funkciji
.l

Napomena. Smene izlozene u ovom dokazu mogu se spojiti u jednu
slede¢om relacijom:

y= (o) [ ula)da,

pa se jednacina (39) u prvom koraku svodi na jednac¢inu (43).

3.8.2.Primer. Nacdi opste resenje diferencijalne jednacine

r 1
1-— IL‘y

ako je y; = e* jedno njeno partikularno resenje.

y// +

=0
1—:Uy

ResSenje. Posle smene y = e®z data diferencijalna jednacina postaje

e <2+1x >z':0.
—x

Stavljajuéi 2/ = u, 2" = dobide se

u’+<2+m>u:0
1—=x

u=Ci(x—1)e "

Posto je u = 2/, ponovnom integracijom, dobice se

odakle je integracijom

z = /C’l(x — e *dx + Cq

pa je opste resenje zadate jednacine
y=y12=Ciz+ C2e”. ¢

Vezbe. Naéi opSte reSenje date diferencijalne jednacine ako se zna da
njena homogena jednacina ima partikularno resenje oblika y = ™~

1. (w+2)y”+(w+1)y—y—1 (y=Ci(z+ 1)+ Coe™® —1)

2. (x =1y —xy +y=2ze"". (y=Cix+ Coe”+e %)

3. (1—x)y”—|—a:y—y—x —2r+2. (y=Ciz+ Coe® + 2?)

4. (x2—|—2x)y”—|—( =2y —(224+2)y = 22+22+2. (y = C122+Che % —1)

5. (23: + 1) + (4z — 2)y — 8y = 2(2z + 1)3e7%. (y = C1(42? +1) +
Coe™2% — (822 — 8z + 10)e™?)



