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MEHANIKA 1II - JTHUHAMMKA
MEHAMIKA 1L - DINAMIKA

PRVI ZADATAK. Materijalna tacka mase 71 , pustena je poGetnom brzinom v, u polju Zemljine teZe, iz poloZaja , 4 na
visini /1, u odnosu na referentni horzont, da se kliza niz HRAPAVI strmu ravan, koja sa horizontom zaklapa ugao & . Koeficijent
trenja klizanja niz strmu ravan je 4. Linija 4 N B sa slike 1. je u vertikalnoj ravni. Strma ravan se, u tacki M , nastavlja u
cilindri¢nu idealno glatku povrs polupreénika R = R = 67, centralnog ugla 3¢, tako da vertikala Iroz centar krivine luka, deli
taj ugao u odnosu 1:2, kao $to je na slici 1. ptikazano.

a* Koji uslov treba da zadovoljava poGetna brzina V,, materijalne tacke da bi se klizala po po strmoj ravni, zadrzavsi svoje
polozaje kroz koje prolazi na toj strmoja ravni, ostaju¢i sve vreme u vertikalnoj ravni?

b * Koliko stepeni slobode kretanja ima materijalna tacka dok se kliza niz strmu ravan i po cilindri¢noj povrsi, a koliko

stepeni kada napusti tu povrs po prolasku kroz polozaj B ? Obrazlozi odgovor.
c* Napisati kineticku i potencijalnu energiju materijalne tacke pri klizanju niz HRAPAVU strmu ravan, po cilidri¢noj

glatkoj povrsi i po napustanju iste, a u polozajima A4 (pocetni polozaj), L (proizvoljan poloZaj na strmpj tavnni), N (polozaj
odredjen uglom ¢ na cilindri¢noj povr§i), B i D ( kada napusti cilindricnu povrs). Da li je sistem konzervativan ili
nekonzervativan? Obrazlozi odgovor. Na osnovu teoreme o promeni ukupne energije sistema napisati odgovaraju¢i matemati¢ko
iskaz primene iste na posmatrani sistem u svim fazama kretanja sistema (po hrapavoj strmoj ravni, po cilindri¢noj glatkoj povrsi i
po napustanju iste) i obrazlozi .

d* Odrediti brzine materijalne tacke, pri njenom prolasku kroz tacku N odredjenu uglom ¢ na cilindri¢noj povrsi, kao i
pri prolasku kroz ta¢ku B u kojoj napusta cilindriénu povrs;

e* Odrediti jednadine kretanja materijalne talke po napustanju cilindriéne povrsi u tacki B . Kolika je maksimalna visina

H =7 koju ¢e postiéi materijalna tacka u fazi kretanja po napustanju cilindriéne povrsi, kao i njen maksimalni domet

D__ =7 utoj fazi kretanja.

max

g* Kolika je ugaona brzina materijalne tacke u polozaju dostizanja maksimalne visine H . ?

h* Kolika je sila pritiska na cilindri¢nu povr§ u proizvoljnom polZaju materijalne tacke na njoj? Koliki treba da bude
ugao & , odnosno pocetna brzina v, materijalne tacke, te da se ona odvoji od cilindri¢ne povrsi pre izlaska sa iste (njenog kraja)?
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Slika 1.

RESENJE DRUGOG ZADATKA: Materijalna tacka u prostoru ima tri stepeni slobode kretanja. Kad se
podvrne vezi: kretanje u vertikalnoj ravni , onda njoj ostane dva stepena slobode kretanja u toj ravni. Veza izrazena
time da se kre¢e po strmoj ravni znaci da se ona moze kretati po prese¢noj liniji strme ravni i vertikalne ravni, pa joj je
preostao samo jedan stepen slobode kretanja. Medjutim veza po strmoj ravni je jednostrano zadrzavajuca, pa
materijalna taCka moze ostati na toj ravni samo ako su njena brzina u svakom trenutku kretanja paralelna toj ravni i lezi
u vertikalnoj ravni, pa njena pocetna brzina treba da zadovoljava taj uslov, (a ovaj uslov se izrazava i relacijom



(\7. gradf ) = 0). Kada materijalna tacka predje na kretanje po cilindri¢noj povr$i ona mora da se kre¢e po presenoj
liniji (kruzni luk) cilindri¢ne povrsi i vertikalne ravni, te i u toj drugoj fazi kretanja ima jedan stepen slobode kretanja.
Kako je i tu veza jednostrano zafrzavajuca na toj vezi ¢e ostati sve dok sila pritiska materijalne tacke na tu cilindri¢nu
povrs bude veca od nule. Kada postane jednaka nuli, materijalna tacka ¢e se odvojiti od cilindri¢ne povrsi i nastaviti da
se kre¢e u vertikalnoj ravni pod dejstvom sile zemljine teze i1 imajuci pri tome dva stepena slobode kretanja, a sa
pocetnom brzinom, koja je jednaka brzini koju je imala u trenutku, kada je pritisak na cilindri¢nu povrs postao jednak
nuli. Ako na cilindricnoj povrsi u toj fazi kretanja meterijalne tacke ne postoji polozaj u kome je pritisak materijalne
tacke na cilindri¢nu povr§ jednak nuli, materijalna tacka ¢e se kretati do kraja po toj povrsi i u tatki B napustiti tu
povrs brzinom v, a posle toga se kretati u vertikalnoj ravni pod dejstvom sile sopstvene tezine i imati dva stepena

slobode kretanja (tip kretanja je kosi hitac) i sa po€etnom brzinom, koja je jednaka brziniv, napustanja cilindri¢ne

povrsi u tacki B . 1 da zaklju¢imo kretanje materijalne tacke se odvija kroz tri faze kretanja prve dve faze sa po
jednim stepenom slobode kretanja i tre¢e sa dva stepena slobode kretanja (vidi slike 1.a* i 1.b*).

Slika 1.a* Materijalni sistem sa jednim stepenom slobode kretanja-prva i druga faza kretanja : po strmoj hrapavoj ravni
i po cilindri¢noj glatkoj povrsi i u vertikalnoj ravni

~ v v
F,=—pFy, —=—-pumgcosa—
v v

Slika 1. b* Materijalni sistem sa jednim stepenom slobode kretanja-prva i druga faza kretanja : po strmoj hrapavoj
ravni i po cilindri¢noj glatkoj povrsi i u vertikalnoj ravni i sistem sa dva stepena slobode kretanja u trecoj fazi kretanja,
po izlasku iz cilindri¢ne povrsi ostajuci u vertikalnoj ravni

Za prvu fazu kretanja, kada materijalna tacka ima jedan stepen slobode kretanja, za generalisanu koordinatu
mozemo usvojiti koordinatu x merenu od pocetnog polozaja i u pravcu strme hrapave ravni, ili koordinatu 4 visinu
polozaja materijalne tacke merenu od istog referentnog nivoa od koga je merena i zadata pocetna visina A, poloZaja
materijalne tacke u pocetnom trenutku. Ovo je pitanje volje izbora onoga ko resava zadatak, ali se samo jedna od tih
koordinata moze proglasiti generalisanom, a druga izraziti pomoc¢u funkcionalne veze sa izabranom i proglasenom
koordinatom za generalisanu koordinatu. Ta veza je: & =h, —xsina.

Kineticka energija sistema u prvoj fazi kretanja materijalne tacke po strmoj hrapavoj ravni jednaka je
kinetickoj energiji translacije te materijalne tacke:

E, = Emv2 ’

Na sistem, od aktivnih sila dejstvuje samo sila Zemljine teZe, koja je konzervativna sila i ima funkciju sile,
odnosno potencijal. Potencijalna energija sistema je:

E, =mgh= mg(h, — xsin a)



i izraZena je pomoc¢u koordinate /# u pravcu vertikale, ili pomoc¢u koordinate x, koju smo izabrali za generalisanu
koordinatu. Mogli smo umesto koordinate x za generalisanu koordinatu izabrati koordinate / u pravcu vertikale.
Prilikom klizanja materijalne tacke po hrapavoj strmoj ravni koeficijenta trenja ¢, javlja se sila trenja koja je

proporcionalna normalnom pritisku materijalne tacke na strmu ravan. Taj pritisak [, = mgcosa , te je sila trenja

klizanja materijalne tacke po strmoj ravni jednaka

. v v
F,=—pFy, —=—pumgcosa —
\4 A4

Rad sile trenja F u klizanja materijalne tacke po hrapavoj stmoj ravni za x je:

X X -

A= I(Fy,dE): J(— 7 X,dEJ = —umgxcosa = —umg ———cosa = —umg(h, — h)ctga
0 0 \% SIno

Jer je sila trenja klizanja konstantna u roku kretanja materijalne tacke po strmoj ravni, jer je i pritisak materijalne tacke

po strmoj ravni konstantan.

Kako se zadatkom trazi brzina v materijalne, koristicemo integral energije, odnosno teoremu o prom ukupne
mehanucke energiji sistema, prilikom kretanja materijalne tacke na koju desjtvuju i nekonzervativne sile. Promena
ukupne mehanicke energije nekonzervativnog sistema jednaka je snazi rada nekonzervativnih sila, odnosno za konac¢ni
interval vremena, ako su te nekonzervativne sile konstantne, kao §to je to slucaj sa silom trenja pri kretanju materijalne
tacke po strmoj hrapavoj ravni, to sledi da je opadanje ukupne mehanicke energije sistema jednako radu sile trenja na
odredjenom putu te materijalne tacke po hrapavoj strmoj ravni. Na osnovu toga piSemo da je:

E, +E, —(E,, +E,, )= A" = —umg(h, - h)ciga

ili
E, +E, -A" =E+E
odnosno:
1 h,—h 1
E, +E, =—m +mgh—(- ,umgcosa)w =E, =E,,+E , =—mv; +mgh,
2 sina 2
odakle sledi da je:
v = v +2g(hy —h)1 - pergar)
odnosno

V= ng +2g(hy —h)1— pctgar)

Ako prethodnu vezu izrazimo preko generalisane koordinate x mozemo da napiSemo sledece:

V=X= ng +2gx(1 - pctga)sina

Prethodnim obrascima smo odredili brzinu materijalne tacke u funkciji generalisane koordinate za vreme
njenog kretanja po strmoj hrapavoj ravni koeficijenta trenja g . Brzina materijalne tacke v,, u polozaju M , tacki
prelaska sa strme hrapave ravni na cilindri¢nu glatku povrs je:

Vy = ng +2gh0(1 —,uctga)

Za drugu fazu kretanja materijalne tacke po cilindri¢noj glatkoj povrsi sistem ima, takodje, jedan stepen
slobode kretanja, i za tu fazu kretanja za generalisanu koordinatu izaberimo centralni ugao, koji poluprecnik, koji
prolazi kroz tacku u kojoj je materijalna tacka i centar krivine cilindri¢éne povrsi (lukea) Cini sa poluprecnikom kroz
materijalnu tacku, kada je ona u polozaju M , ulaska na cilindriénu povrs. Tu generalisanu koordinatu smo obelezili sa
@ . U toj fazi kretanja, za generalisanu koordinatu smo mogli izabrati i krivolinijsku koordinatu luk s, koji je sa

prethodno izabranom generalisanom koordinatim vezan slede¢om vezom: S((D) = R . Da napomenemo, da za sistem

sa jednim stepenom slobode kretanja, Sto smo ovde utvrdili, da samo jednu koordinatu mozemo proglasiti (izabrati) za
generalisanu, a ostale koordinate polozaja sistema izraziti preko izabrane koordinate. Izbor generalisane koordinate se
prepusta volji onoga ko reSava zadatak, ali od izbora generalisane koordinate nekada zavisi i *’elegantnost’’ i kraéi put
reSavanja zadatka, o ¢emu je vazno voditi racuna.
Brzina materijalne tacke u funkciji generalisane koordinate ¢ pri kretanju po cilindri¢noj glatkoj povrsi je:
by = ds(p) _ p p
dt

Kinetic¢ka energija sistema je jednaka kineti¢koj energiji translacije materijalne tacke:



Na sistem, i u ovoj fazi kretanja, od aktivnih sila na materijalnu tacku dejstvuje samo sila Zemljine teze, koja je
konzervativna sila i ima funkciju sile, odnosno potencijal. Potencijalna energija sistema je:

E, =-mgh= ng[cosa - cos(a - (p)]
i izrazena je pomocu koordinate 4 u pravcu vertikale, ili pomocu koordinate ¢ koju smo izabrali za generalisanu
koordinatu, jer se napadna tacka sile tezine materijalne tacke spusta za

(i«) h = R[cos(a — @) - cosa]
$to je uocljivo sa slike. Mogli smo umesto koordinate ¢ za generalisanu koordinatu izabrati koordinatu s u pravcu
luka polupre¢nika R putanje koju opisuje materijalna tacka pri kretanju po cilindri¢noj glatkoj povrsi. Tada je izraz
za potencijalu energiju:

s
E, =-mgh= ng{cos a— cos(a - Eﬂ

Kako se zadatkom, i u ovoj fazi kretanja, trazi brzina v kretanja materijalne tacke po cilindricnoj glatkoj
povrsi, koristicemo integral energije, odnosno teoremu o ukupnoj mehanuckoj energiji sistema, koja je konstantna za
konzervativne sisteme i jednaka ukupnoj mehanickoj energiji sistema koju je sistem imao u poetnom trenutku kretanja,
a ovde je to ukupna mehanicka energija materijalne tacke pri ulasku u na cilindri¢nu glatku povrs. Na osnovu toga
pisemo da je:

E,+E,=E,, +E , =E +E  +A"

ili
E,+E, =E,, +E,, =E+E, +(- umgcosa)—
SImao
ili
FI
E,+E,-A" =E,,+E,
ili
E +E, =E +E +A" =E,, +E ,
odnosno:

1 1
E,+E, = —mv? — ng[cosa - cos(a - go)] =E,+E, + Al = —mv; +mgh, + (— Hmg cos a)

2 2 sina
ili

1 1
E +E, = Emv2 —mgR[cosa —cos(a — )| =E,,, +E,,, + A" = Emvé
odakle sledi da je:

2 2
vi =v2, +2gh,(1- pctge) - 2gR[cos o —cos(a — go)]

odnosno

v=vZ, +2gh, (1 - uctga) - 2gR[cos a — cos(a — 9))]

Ako prethodnu vezu izrazimo preko luka - krivolinijske koordinate s mozemo da napiSemo sledece:

V= \/Vé +2gh, (1 - ,uctga)— 2gR[cosa - cos(a - %ﬂ

Prethodnim obrascima smo odredili brzinu materijalne tacke u funkciji generalisane koordinate za vreme

kretanja materijalne tacke po cilindri¢noj povrsi. Brzina materijalne te¢ke v, u polozaju B, tacki njenog izlaska sa
cilindri¢ne povrsi 1 prelaska na slobodno kretanje u vertikalnoj ravni je:

vy = \/voz +2gh, (1 - pctgar) - 2gR[cos a — cos 2|

U tre¢oj fazi kretanja materijalna tacka ima dva stepena slobode kretanja, jer se kre¢e u vertikalnoj ravni
izvodec¢i ravansko kretanje poc¢etnom brzinom

vy = Vi +2gh, (1 petgar) - 2gR[cos a —cos2a],



i u pravecu pod uglom 2¢a u odnosu na horizont.

Za generalisane koordinate u trecoj fai kretanja materijalne tacke, sada takodje ravanskog kretanja, ali sa dva
stepena slobode kretanja u vertikalnoj ravni za generalisane koordinate biramo dve koordinate njenog pomeranja, u dva
ortogonalna pravca x i y u horizontalnom i vertikalnom i u vertikalnoj ravi. Na materijalnu tacku dejstvuje samo
aktivna sila sopstvene tezine mg . Diferencijalne jednacine ravanskog kretanja materijalne tacke u vertikalnoj ravni i sa

dva stepena slobode kretanja su:

mx =0
my = —mg
odnosno
x=0
y=-g
Integraljenjem diferencijalnih jednacina prethodnog sistema dobijamo sledece:
x=C,
y=—-gt+C,
Jo$ jednim integraljenjem diferencijalnih jednacina prethodnog sistema dobijamo sledece:
x(t)=Ct+C,

t2
y(t)z —g?+C2t+C4

U prethodnim jedna¢inama pojavilo se Sest integracionih konstanti, koje treba odrediti iz péetnih uslova.
x(0)=0

»0)=0

%(0)=v, cos2a = \/vé +2gh, (1 - pctgar) - 2gR|[cos o — cos 2a | cos 2a

7(0)=v, sin2a = \[v2 +2gh, (1 - uciga)— 2gR|[cos & — cos 2a | sin 2

1z pocetnih uslova sledi:

C,=0,C, =0,

C, =vzcos2a = \/vg +2gh, (1 - ,uctga)— 2gR[cosa —COos 2a]cos2a

C, =v,sin2a = ng +2gh,(1- uctgar)— 2gR[cos a — cos 2a | sin 2ax

Jednacine kretanja materijalne tacke su sada:

x(t) =v,tcos2a == t\/vg +2gh, (1 — uctgor) - 2gR[cosa —COoS 2a] cos2a

2 2
y(t) = v,tsin 2a —g% = —g%+t\/v§ +2gh, (1 - uctgar)— 2gR[cos o — cos 2| sin 2

Maksimalma visina, koju materijalna tacka dostize u trenutku, kada njena brzina ima samo horizontalnu
komponentu, tj. kada je

y(t,)=v,sin2a —gt, =0
a to se dostize u trenutku

vy sin2a
t, =2—"—
g

U tom trenutku #, koordinate materijalne tacke su:

2

x(t1 )= Y8 Sindg = - dar,
2g

vZ, +2gh,(1- pctga)— 2gR[cos a — cos Za]]

sin? 2a

2
Yy = V(t,)= ;—Bsin2 2a = [vg +2gh, (1 - pctgar) - 2gR[cos a — cos 2a]]
g

Razlika u visini polozaja materijalne tacke pri ulasku u cilindri¢nu povrs i izlaska sa iste je:
a= R(cosa —Cos 2a)

Sada mozemo odrediti maksimalnu visinu . _,,,, nakoju ¢e dospeti materijalna tacka:



2
H,w=a+y,,, =a+yt)= R(cosoz—cos20¢)+;—3sin2 20
g

c 2
H,,, = R(cosa—cos 2a)+%[v§ +2gh, (1 - pctgar) - 2gR[cos a — cos Za]] > h,

a to je visina veca od visine /4, na kojoj je bila materijalna tacka, kada je ona pustena sa pocetnom brzion v, da se

kreée po strmoj hrapavoj ravni. Da bi ovaj zakljucak bio dobar, potrebano je da je zadovoljen uslov da je ugao « takav
da materijalna tacka moze da dospe u krajnju tactku B brzinom koja je veéa od nule:

v2 =v2 +2gh,(1- uctga)—2gR[cos o — cos 2a] > 0
Odnosno potrebno je da je zadovoljen uslov:

%véo +h, (1 - ,uctga) > R[cosa —cos Za] =a
g

kao i da je sila pritiska materijalne tacke na cilindri¢nu povr$ veca ili najmanje jednaka nuli, kada je ona u polozaju
B.

Ako trazimo najveci domet na visini napustanja cilindri¢ne povrSim najveéi domet materijalne tacke je kada
je
t2
y(t,) = v,t, sin2a —g% =0
Za taj slucaj trenutak vremena ¢, je:
2v,sin2a
1, ="2—""=
g
U tom trenutku 7, koordinata x(tz) materijalne tacke je:

2 . .
D, v =Xy = x(tz): Vs S? da = smg4a {voz +2gh, (1 - ,uctga)— 2gR[cosa —cos2a]}

Ako se trazi najve¢i domet na vidini 4, na kojoj je bila materijalna tacka u pocetku kotrljanja po strmoj
hrapavoj ravni, onda je potrebno odrediti vreme ¢, njenog dospeca na tu visinu po napuStanju cilindri¢ne povrsi 1
odgovarajucu koordinatu x(t3 ) . Na osnovu toga piSemo:

y(ty)=h, —a=h, — R(cos & — cos 2¢x)
odnosno

t2

y(t,) = vyty sin2a —g% =h,—a

pa dobijamo kvadratnu jednacinu :
2
g%—szg sin2a+hy—a=0

2

4 —zvﬁt3 sin20¢+£(h0 —a)=0
g

g
iz koje odredjujemo korene, odnosno vreme #,, dospeca materijalne tacke na pocetnu visinu /, .

2
ly12) = lvB sin2a + \/(EVBZ‘3 sin Zaj —z(ho —a)
g g g

Koristimo drugi koren ove kvadratne jednacine, koji odgovara duzem vremenskom intervalu, jer prvo vreme

dospec¢a materijalne tacke na visinu /,, sa koordinatom x manjom nego prilikom dospeca na tu visinu za drugo

vreme, koje odgovara drugom korenu. Ova dva korena ukazuju da ¢e se materijalna tacka naci dva puta na visini na
kojoj je bila u poetku kretanja niz strmu hrapavu ravan. Maksimalnom dometu odgovara vreme:

2
lyy) = lvB sin2a +\/(£VCBI3 sin Za] —z(h0 ~a)
g g g

Sada najvec¢i domet na nivou nivoa pocetnog polozaja materijalne tacke je:




h ; .
D,y (t3(2)) = tg_oa + R(sin o +sin 2 ) + x(t3(2))

gde je:

2 4 2
x(t3(2)) = Vyly,) cOS2a = Yp R v, C0s2a 2vBt3 sin2a —z(ho - a)
g g g

Vp = \/vé +2gh, (1 - uctgar)— 2gR[cos o — cos 2

a= R(cos o — cos 2a)

Da bi smo odredili uslov pod kojim ¢e za zadate pocetne uslove materijalna tacka dospeti u krajnjnji polozaj
B cilindri¢ne povrsi, tako da njena brzina bude veéa od nule, i ne neapusti vezu pre dospeca u njen kraj B, potrebno
je da odredimo silu pritiska materijalne tacke na cilindricnu povr$ po kojoj se krece. Taj pritisak, odnosno otpor veze-
cilindri¢ne povrsi mra biti veci od nile, da bi veza - cilindri¢na povrs imala svojstvo obostrano zadrzavajuée veze. U
trenutku i polozaju kada pritisak materijalne tatke na cilindri¢nu povrs postane jednak nuli, dolazi do pojave svojstva
veze da je jednostrano zadrzavajuca i materijalna tacka se odvaja od te veze i napusta istu.

Da bi smo odredili silu pritiska materijalne tacke na cilindri¢nu povrS oslobodimo materijalnu tacku veza i
umesto veza postavilo odgovarajuce reakcije veza. To su normalna komponenta otpora veze F), upravna na putanju
materijalne tacke. Sada koristimo princip dinamic¢ke ravnoteze i piSemo jednacine ravnoteze sila u radijalnom i
tangencijalnom pravcima. Na osnovu toga piSemo sledece:

ma, = mR¢ =mg sin(a — go)

Vé )
ma, = m? =mRo" =F), —mgcos(a —q))

S obzirom da smo koristeci teoremu od ukupnoj mehanickoj energiji sistema odredili brzinu v materijalne
tatke, to ne moramo integraliti diferencijalne jednacine prethodnog sistema diferencijalnih jednacina, ve¢ ¢emo
koristiti samo drugu jednacinu iz koje dredjujemo otpor veze — cilindricne glatke povrsi u funkciji generalisane
koordinate ¢, kao 1 prethodno odredjen izraz za brzinu materijalne tacke, takodje u funkciji generalisane koordinate

@ . Na osnovu toga dobijamo:

2
Fy = m{% + gcos(a - (p)}
a kako je:

V= ng +2gh,(1- uctgar) - 2gR[cos a — cos(ar — )]
to sledi da je:

F, =mg cos((x - q)) + % veo +2gh, (1 - ,uctga) - 2gR[cos o — cos((x - go)]]
odnosno, posle sredjivanja za silu pritiska dobijamo sledeci izraz:
F, = %[véo +2gh, — 2gR[cosa - COS(Ot - (0)] +Rg Cos(a - go)]

Posle sredjivanja prethodnog izraza dobijamo sledeci izraz za silu pritiska materijalne tacke na cilindri¢nu povrs, pri
njenom kretanju po cilindri¢noj povrsi:

F, = %[vg +2gh, (1 - yctga)— gR[2 cosa —3 cos(a - (p)]]

Diferencijalnu jednacinu kretanja materijalne tacke nije teSko integraliti, jer razdvaja promenljive, na sledeci
nacin:

(p—%sin(a—(p)= 0

gb—%sin((x—(p): 0 / 2¢dt=2dgp

2¢p¢dt — %in(a - go)Zd(p =0



2¢de —%sin(a —pRdp=0

? ®
[20d- % [sin(e - pl2dp =0
P 0

Granice smo odredili od polozaja pri ulasku u cilindriénu povr$ gde je ugao @ =0 do prouzvoljkon polozaja
odredjenog uglom ¢, kada je ugaina brzina okretanja materijalne tacke oko centra krivine njene putanje O vezana sa

njenom brzinom: v = R¢ . Posle naznaéenog integraljenja dobijamo:

@’ - o, +%[cos(a—¢)—cosa]: 0

odnosno

9" =y — %g[cosa —cos(a - )]
odnosno

R*¢* = R*¢% —2gR|cosa — cos(a — )]
odnosno

v =vi, —2gR[cosa —cos(a — ¢)|

v=4vZ —2gR[cosa —cos(a — )]
a kako je:
vy =i +2gh, (1 - pergar)
to sledi da je:
v= ng +2gh, (1 - uctgar) - 2gR[cos a — cos(ar — )]
Vidimo da je ovaj izraz isti kao onaj koji smo dobili iz teoreme o ukupnoj mehanickoj energiji konzervativnog

sistema za fazu kretanja materijalne tacke po cilindri¢noj glatkoj povrsi.
Sada da se vratimo na analizu intenziteta sile pritiska F,, za koju smo odredili slede¢i izraz:

F, = %[véo +2gh, (1 - ,uctga)— gR[2 cosa — 3cos(a - (0)]] >0
Da se materijalna tacka nebi odvojila od od cilindricne glatke povrsi, koja je jednostrano zadrzavajuca veza,
ova sila pritiska mora da bude veéa od nule. 1z tog uslova dobijamo sledec¢u relaciju:
vZ +2gh, (1 - uctgar)— gR[2cosa —3cos(a — @) > 0
odnosno:
Veo L2
3Rg 3R

Da bi postojao polozaj u kome bi se materijalna tacka odvojila od cilindri¢ne glatke povrsi potrebno je da je
zadovoljena sledeca relacija

Ve L 2h (1- petgar)

—%cosa > —COS(CX—(/))Sl

—%cosa > —cos(a —go)s 1

3Rg 3R
odakle sledi
> 2h (1— uct
Yoy 0( ’ucga)—%cosaﬁl
3Rg 3R 3
odnosno

cosq <3 ve +2gh,(1— pctger)
2 2Rg
Ovo je uslov koji ogranicava veli¢inu ugla & u odnosu na pocetnu brzinu materijalne tacke i visinu pocetnog
polozaja kretanja niz strum hrapavu raven, kao I koeficijenta trenja te ravni, da u fazi kretanja po cilindri¢noj glatkoj
povrsi nebi doslo do odvajanja materijalne tacke od nje i veza dejstvovala kao jednostrano zadrzavajuca, odnosno
nezadrZzavajuca.
Ako je zadovoljen uslov




F, = %[véo +2gh, (1 - uctgar)— gR[2 cos a — 3 cos(a — (0)]] =0

to dolazi do odvajanja materijalne tacke od cilindricne povrsi po kojoj se kreée, potrebno je odrediti i njenu brzinu pri
odvajanju od veze:
Kako je
2
v 2hy(1— petgar) 2
—cos(a— @, )= >+ oll~ pretg )——cosa
3Rg 3R 3

to je brzina materijalne tacke kojom se ona odvaja od cilindri¢ne povrsi, to dobijamo sledeéi izraz:

ng +2gh,(1- pctgar) - 2Rg[cos a — cos(a — @, )|

vy =
2 2h
Ve = |ve +2gh, —2Rg cosa+2c0 2 2o
3Rg 3R 3
1
Vi =\/§v§ +%gh0(1—,uctga)—§Rgcosa

ve +2gh, (1 uctgar) > 2Rg cosa

DRUGI ZADATAK. Materijalni sistem na slici 2. se sastoji od tri tanka homogena diska D,, D,i D,, masai

polupre¢nika redom 4m,R ,m,2R i 4m,2R kao $to je to prikazano na slici 2. Preko prvog diska D, , koji moze da se
lotrlja brz klizanja po strmoj ravni nagiba ugla & u odnosu na horizonat, namotano je, lako, nerastegljivo uze, koje je

kraj namotan na tre¢i disk D;, mase i polupra¢nika redom 4m,2R, koji *’visi’’ na tom uzetu u vertikalnom pravcu

istovremeno se kotrljajuci bez klizanja po po uZetu koje se odmotava i kotrljajuéi se bez klizanja po vertikalnom zidu.
Ceo sistem pri kretanju se se nalazi u vertikalnoj ravni i u polju Zemljine teze.

Odrediti:

a* broj stepeni slobode kretanja sistema i naciniti izbor generalisanih koordinata (ili koordinate) sistema;

b* sve koordinate polozaja i konfiguracije sistema, kao i ugaone brzine diskova pomocu izabranih
generalisanih koordinata sistema;

c* izraze za kinetiCku i potencijalnu energiju sistema. Da li se ukupna mehanicka energija datog sistema
menja u toku vremena i toku kretanja sistema? Da li je sistem konzervativan?

d* snagu rada sila koje dejstvuju na sistem;

e* napisati integral energije sistema;

f* diferencijalne jednacine kretanja sistema pomoc¢u generalisanih koordinata i Lagrage-ovih jednacina druge
vrste. Koliki je najmanji broj diferencijalnih jednacina kretanja sistema? Odrediti ubrzanja sistema.

g* ubrzanja centra diska C;
h* sile u uzadima.

B

Slika 2. Slika 2. a* Slika 2. b*



Slika 2. c* Slika 2. d* Slika 2. e*

RESENJE DRUGOG ZADATKA: Sistem ima jedan stepen slobode kretanja, jer disk koji se kotrlja
bez klizanja po strmoj ravni, ostaju¢i pri tome u vertikalnoj ravni ima jedan stepen slobode kretanja (detaljnije
objasnjenje vidi u pocetku prvog zadatka) , a dok tre¢o disk ima takodje jedan stepen slobode kretanja u vertikalnoj
ravni, iako visi na uZetu nema dva stepena slobode kretanja jer se uze odmotava od istog, ali se istovremeno kotrlja bez
klizanja po vertikalnoj ravi (letvi). Disk preko koga je prebaceno uze, ima takodje samo jedan stepen slobode kretanja-
obrtanje oko zglobne veze u centru masa C,, alo kako uze ne klizi po njegovom obimu, ve¢ se zajedno sa njim pomera
istom brzinom obima, a to znaci da u finalu ceo mehanicki sistem ima samo jedan stepen slobode kretanja. To znaci i
da mozemo izabrati samo jednu generalisanu (nezavisnu) koordinatu, a preko nje izraziti sve ostale koordinate polozaja
diskova pri kretanju sisema i u proizvoljnoj konfiguraciji. Za generalisanu koordinatu izaberimo koordinatu: x
pomeranja centra masa prvog diska i usmerenu navise i paralelnu strmoj ravni i vetikalnoj ravni, dok koordinatu y -
pomeranje centra mese treCeg diska vertukalno nanize mozemo izraziti preko ve¢ izabrane generalisane (nezavisne)
koordinate.

Pomeranje centra mase tre¢eg diska smo oznacili sa ) i kako je uZe nerastegljivo to je brtina tacke na obimu

u kojoj se uze odmotava od treceg diska jednaka v,, = 2x, dok je brzina nejgovog centra masa Ve, = y = Xx. Polozj

trenutnoh pola P, brzine diska odredimo pomocu tacke njegovog dodira sa vertikalnom ravni po kojoj se kotrlja bez
klizanja:
o = X
B
Sto je vidljivo sa slike 2.b* .
Sada je lako odrediti ugaonu brzinu @, obrtanja treéek diska oko ose kroz njegov centar masa C,

vy 2x X

S 4y

=— =@
4r 2r &

Koordinatu polozaja drugog diska sa centrom u C, oko koga se obrée ozna¢imo sa @c, » a ugaonu brzinu

njegovog obrtanja ozna¢imo sa @ = gbcz . Imajuci u vidu da je obimna brzina tacke na obimu tog diska jednaka brzini

uzete to sledi da je njegova ugaona brzina jednaka
“ “ 2
Ugaona brzina @, obrtanja prvog diska oko ose, upravne na vertikalnu ravan i ravan diska, kroz njegov

centar masa C,|, odnosno, ugaona brzina @p oko paralelne ode kroz trenutni pol brzine u P, oko koga se u svakom

trenutku obrne disk kortljajuci se bez klizanja po strmoj ravni je
X
a)P] = c, = —
r



Treba uociti da se taj trenutni pol £, pomera po strmoj ravni, ali kako je disk osnosimetrican, a odgovarajuca

tacka na konturi diska u kojoj se tokom njegovog kotreljanja bez klizanja po stmoj ravni dodiruje sa njim. To znaci da
se osa trenutne rotacije pomera i po konturi diska, ali je moment inercije diska za taj sistem osa uvek isti i konstantan
pa se ta osobina moze koristiti pri pisanju jednac¢ina dinamike diska, $to ne bi bio slucaj da kontura nije krug (tanki
cilindar), a disk je homogen i sa centom masa u centru konture.

Aksijalni moment inercije mase prvog diska za horizontalnu osu kroz centar C; mase diska J c s odnosno

kroz trenutni pol brzine £, , J p » @ Cija je masa 4m i polupreénik r, su:

Amr? 12mr?
J. = i J, = = 6mr’
1 2 ‘ 2
Aksijalni moment inercije mase drugog diska za horizontalnu osu kroz centar C, mase diska J c, e
4 2
Je, = n;r =2mr’

Aksijalni moment inercije mase treceg diska za horizontalnu osu kroz centar C; mase diska J c, »0dnosno

J , za osu kroz prenutni pol brzine P kroz je:

B 4m(2r)2 4m(2r)2

I, —T=8mr2 i1J,=3 = 24mr’

Ukupna kineticka energija sistema jednaka je zbiru kinetickih energija rotacije prvog diska oko njegove ose
trenutne rotacije, kroz tacku P, pri kotrljanju bez klizanja po strmoj ravni , kineticke energije rotacije drugog diska

oko ose kroz njegov centar masa i kineticke energije translacije treeg diska brzinom centra masa C;i kineticke
energije rotacije treeg diska oko ose kroz njegov centar masa C, (ili kineticke energije rotacije treceg diska oko

trenutne ose rotacije kroz tacku P;:

1 1 o, 1 1 1 1 :
E, =EJPla),2,l +§cha>§2 +4my* +5Jc3a)é =5Jpla),231 +5cha)§2 +5J%w,€3 = Tmx’

2 2 2
1 X 1 b 1 X .
E, =—6mr’| = | +=2mr®| = | +=24mr’| —| = (3 +1+ 3) = Tmix’
2 r 2 r 2 2r

Na sistem od aktivnih sila dejstvuju sile tezine diskova, ali sila tezine drugog diska ne vrsi nikakav rad jer se
njena napadna tacka ne pomera u vertikalnom pravcu, pa je rad nula, a promena potencijalne eenergije je takodje
jednaka nuli. Promena potencijalne energije sistema od dejstva sile tezine 4mg prvog diska je razli¢ita od nule, jer se
napadna tacka te sile tezine podiZe za xsin « , dok se napadna tacka sile tezine 4mg ttre¢eg diska spista za y = x , te
se potencijalna energija sistema smanjuje. Ukupna promena potencijalne energije posmatranog materijalnog sistema je
sada:

E, =4mgxsina —4mgy = 4mg(sm a-— l)x

Kako na sistem dejstvuju samo aktivne sile koje su konzervativne, to je ukupna mehanic¢ka energija sistema
konstantna i jednaka onoj koju je sistem imao u pocetnom trenutku kretanja sistema:

E,+E, =E,=E,,+E

Tmi* +4mgx(sina —1)=E, =E,, +E ,, = const
Ovo je i integral energije.
Diferenciranjem po vremenu dobijamo diferencijalnu jednacinu kretanja u slede¢em obliku:
dE, +E,)
dt
14mix + 4mgi(sine —1) = 0
odnosno
7X + 2g(sina —1) =0
1z poslednje diferencijalne jednacine odredjujemo ubrzanje sistema u obliku



X:%g(l—sina)

Snaga rada neke sile koja dejstvuje na telo se izrazava pomocu skalarnoh proizvoda sile i brzine kretanja
materijalne tatke na koju dejstvuje ta sila. P = F V).

Snaga rada aktivnih sila koje dejstvuju na posmatrani materijalni system pojedinac¢no je:

P =—-4mgxsina

P, =2mgve, =0

P, =4mgy = 4mgx
Snaga rada sila inercije koje dejstvuju na posmatrani sistem je:

P =-Jd, a')P1 wp =—Omxx snaga rada sila inercije rotacije prvog diska

Py, =3 0 0, =-2mxx snaga rada sila inercije rotacije drugog diska

P o=—d 0,0, =-24mr’| — | — |=—6mx¥ snaga rada sila inercije rotacije tre¢eg diska
5] 3 3 3
2r \ 2r
S obzirom da se radi o idealnim vezama i konzervativnhom sistemu, to je snaga rada otpora idealnih veza
jednaka nuli, jer su brzine u tangencijalnom pravcu na veze, a otpori idealnih veza upravni na brzine, pa je snaga rada
tih sila jednaka nuli. S obzirom da je sistem konzervativan, a ukupna energija sistema konstantna, to je ukupna snaga
rada svih sisal sistema jednaka nuli.

d(Ek+Ep)=P= N )0
dt P %7
dE, +E,) N
d : :P:Z( isvi):131+P2+P3+P11,j+P22,j+P33,jN:0
i=1

P+P,+P,+P,  +P,, +P,, =x(-14i-4g(sina—1))=0

Da bi smo odredili sile u uzadima, napravicemo dekompoziciju sistema na sastavne proste podsisteme-diskove
’presecanjem’’ uzadi i zamenom uzadi parovima suprotnih sila u uzadima. Zatim ¢emo na osnovu principa dinamicke
ravnoteze za svaki od podsistema napisati jednacine ravnoteze sila ukljucujuco i aktivne i reaktivne sile, kao i sile
inercije. Iz tih jednacina odredjujemo nepoznate sile u uzadima , kao i odgovarajuce sile inercije. Medjutim kako smo
ve¢ odredili ubrzanja sistema, dovoljno je iz tih sistema koristiti samo one jednacine koje su potrebne da odredimo
nepoznate sile u uzadima i jos jednu kojom ¢emo proveriti tacnost odredjenih sila u uzadima.

Primenjujuci princip dinamicke ravnoteze za dinamikcku ravnotezu treceg diska, na koji dejtvuje aktivna sila

tezine 4mg, sila inercije —4my translacije diska i moment sila inercije J @, rotacije diska oko ose kroz njegov

centar masa i sila veze — sila u uzetu §,, kao sila kotrljanja bez klizanja diska po vertikalnoj ravni F',;, dobijamo
sledece dve jednacine ravanskog kretanja diska ’ translacije ili rotacije:
4mx =4mg - S, - F,,
Jo o, =2rS, —F;2r
ili jednu jednacinu rotacije diska oko ose trenutne rotacije:
Jp 0, =4mg2r —2rS,

Iz prethodnog sistena jednacina, s obzirom da smo ve¢ ranije odredili ubrzanja sistema a medju njima i
X = ; 8 (1 —Sin a), nije tesko dobiti silu u delu uzeta koje namotano na treci disk i *’nosi’’ taj disk koji se po
njemu odmotava, kao i kotrlja bey klizanja po vertikalnoj ravni (letvi) , kao i proveriti taénost dobijenog izraza:
2 .
S, = 7mg(4+3sma)

Primenjujuéi princip dinamicke ravnoteze za dinamikCku ravnotezu drugog diska, koji se obrée oko svog
centra masa C,, a na koji dejtvuju dve obimne sile S, i S,u delovima uzadi ¢ine¢i momente obrtanja, kao i sile

inercije koje redukovane na centar masa C,, takodje ¢ine jedan spreg momenta — J c gbcz , kao i sila tezine i sila otpora



zgloba u C, koje procaze kroz isti pa je njihov moment jednak nuli, mozemo da napiSemo sledecu jednacinu
dinamicke ravnoteze momenata oko ose kroz centar masa C, tog diska:

Jo,fc, =(S, -8, 2r
Iz prethodne jednacine, a kako smo ve¢ odredili silu u drugom delu uzeta S, = %mg(4 +3sin a), nije teSko odrediti
silu S, u prvom delu nerastegljivog uzeta u slede¢em obliku:

S, = %mg(3 +4sin a)

Time smo odredili obe nepoznate sile u pojedinim delovima uzadi. Ostaje nam jo$ da proverimo tac¢nost,
dobijenih izraza, a to mozemo uraditi primenom principa dinamicke ravnoteze na dinamicku ravnotezu prvog diska. Na

prvi disk koji je kotrlja bez klizanja po stmoj ravni dejstvuju sledece sile: sula tezine 4mg, sila u prvom delu uzeta S,
, sila ozpora strme ravni F,, sila otpora kotrljanju bez klizanja F}, i sile inercije od translacije i rotacije, koje kada se
redukuju na trenutni pol £, brzina (rotacije diska oko trenutne ose rotacije) cine spreg momenta —J A a')P1 . Sila otpora
strme ravni i sila otpora kotrljanju diska bez klizanja prolaze kroz tu tacku pa je njihov moment sila za tu tacku P,
jednak nuli. Jednacina dinamicke ravnoteze momenata sila za prenutni pol P, daje sledece:

Jya, =S, -2r—4mgsina -r
.2 :
Akakoje X = 7 8 (1 —Sinao ), iz prethodne jednacine dobijamo da je:

J, 0, +4mgsina -r ¥ 1 ] 2 ) ) 2 ]
S, = ik 2 & = 6mr’ 22——2mgsma=3m7g(l—sma)+2mgsma=7mg(3+4sma)
r r2r

S, = %mg(3 +4sina)

¢ime smo potvrdili tacnost prethodno dobijenih izraza za sile u uzadima i ubrzanja sistema.

TRECI ZADATAK. Na slici 3. prikazana je homogena tanka plocica, mace M , konture AECDBKLMHPQRSTU , a

oblika slova M i dimanzija izraZenih preko parametra duZine @ i konture kao na slici i prikazano. TeZiste cele plo¢ice je u temenu
C konture plo¢oce, koje je ne udaljenju 2 = ? od ose vratila. Plo¢ica je kruto u¢vriéena na lakom vratilu, tako da je osa vratila na
istom pravcu kao i deo konturne ivice plogice. Vratilo je sa leZiStima, nepokretnim u A4 i cilindriénim u B, na medusobnom
rastojanju 4a . Odrediti:

a* period oscilovanja plocice oko ose vratila, kada je ta osa horizontalna.

b*kolika treba da je masa materijalnih tacaka m , koje treba dodati na lakim krutim §tapovima zanemarljive mase, duZine /¢
da bi plogica oko horizontalne ose vratila bila uravnoteZena, slika 3.b *? Da li duzina Stapa-prepusta / treba da zadovoljava neki
uslov? Da li bi plocica bila uravnotezena ako bi se obrtala oko ose vratila, koja nije horizonatalno,? Obrazlozi odgovor!

c* vektor momenta inercije mase tela za osu rotacije i pol u nepokretnom lezistu A ;

d* kineticke pritiske na lezosta vratila za slucaj rotacije pol€ice slucaj rotacije plocice jenakoubrzano oko horizontalne ose
(naslici 3. a*) pocetnom ugaonom brzinom @), iugaonim ubrzawem &, ;

e* devijacioni spreg koji desjtvuje na lezosta vratila za slucaj jenakoubrzanog obrtanja oko horizontalne ose (na slici 3. a*);

f* intenzitet vektora rotatora za taj sluca;.



Slika 3. a* Slika 3. b*

RESENJE TRECEG ZADATKA. Pre nego itp predjemo na refavanje konkretnog zadatka, potrebno je
odrediti visinu 42 =? izvadjenog trougla iz uslova da je teZiSte posmatrane ploCice u temenu tog trougla , odnosno da
je ye=h=17.

D Ay,

yC = h = —[=1n = h
>4
i=1

Da bi smo zatak pojednostavili napravicemo analizu moguce dekompozivije povrsine plocice koristeci
osobinu da se staticki moment povrSine za neku osu ne menja ako delove te povrSine pomeramo paralelno toj osi ne
menjajudi rastojanje tezista delova te povrsine od ose. Na slikama 3.c* 1 d* prikazano je kako se translacijom moze
povrsina plocice u odnosu na osu oscilovanja plo€ice transformisati u dva jednaka pravougaonika i dva trougla od cega
je manji izvadjen iz veceg. Tako transformisana povrSina plocice omogucava nam da jednostavnijom racunicom
odredimo rastojanje teSiSta ploCice od ose rotacije, kao i njen aksijalni moment inercije za tu osu, a kako ovom
translacijom nismo promenili poloZaj teziSta ploice u odnosu na dve ose -osu rotacije i na nju upravnu kroz
nepokretno leziste vratila , a ni u odnosu na osu simetrije to i devijacioni moment masa nije teSko odrediti.

Slika 3. c*

Na osnovu prethodne analize mozemo da napiSemo sledece:

4
zAiyi 6a22a—ah}31+2-6a23a
Je 24:‘4 6a> —ah+2-6a’

i=1

h(18a2 —ah): 48a°a —ahg



3h(18a — h) = 1444’ — h*
54ah—3h* —144a* + h* =0
54ah—2h* —144a* =0
2h* —54ah+144a* =0

odakle dobijamo sledec¢u kvadratnu jednacinu po nepoznatoj visini 2 = ? manjeg trougla:
2h* —54ah+144a° =0
h* —27ah+72a” =0

Koreni te kvadratne jednacine su:
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Od dva dobijena korena, vidimo da prvi, manji koren odgovara realno ploc€ici, dok drugi koren predstavlja
degeneraciju plo¢ice menjanjem njenog oblika koture, pa nije za na$ slucaj prihvatljivo, ali i neupotrebljivo za nas
postavljen zadatak. Promenilo bi konturu plocice.

Da bi smo odredili period oscilovanja plo¢oce potrebno je da odredimo aksijalni moment inercije plocice za
osu oscilovanja. Koristimo transformisanu plocicu, pa je lako odrediti taj trazeni moment inercije koriste¢i aksijalni
moment inercije za dva pravougaonika i za osu kroz njihovu osnovicu i za dva trougla. Kako oba knturna trogla ploCice
imaju osnovice na zajednickoj osi oscilovanja ploCice kao fizickog klatna, pa je lako odrediti aksijalni moment inercije
plocice koiste¢i aksijalne momente inercije povrsina trouglova za ose koje prolaze pravcem osnovice trougla i dobijeni
rezutat pomnoziti povrSinskom gustinom homogene plocice.

Povrsina plocice je sada:

A=2-6a’+6a’ -3a’ =16a’

Povrsinska gustna plocice je:
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Redukovana duzina fizickog klatna je:
. J, 117a

T My, 32

Kruzna frekvencija malih oscilacija plocice oko ose u je:

we | £ 322
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Dok je period oscilovanja za male elongacije:

T=2—”=27r 117a
w 32g

Vektor momenta inercije mase plocice za pol u neporetnom lezistu vratila i osu rotacije ploc¢ice i vratila ima
kolinearni deo sa osom, koji je jednak aksijalnom momentu inercije J, mase plocice za tu osu i devijacioni deo koji

je upravan na osu i lezi u devijacionoj ravni za tu ploCicu i osu i pol u nepokretnom listu, a jednak je centifugalnom
momentu za par osa od kojih je jedna osa rotacije, a druga osa upravna na istu a kroz nepokretno leziste. S obzirom da
smo postavili ravan plo¢ice u ravni u — v to treba odrediti centrifugalni moment plocice za te dve ose. Imajuéi u vidu
da plocica ima jednu osu aksijalne simetrije, koja prolazi kroz centar masa plocice (teziSte) to je centrifugalni moment
masa plocice za te centralne ose (jedna osa simetrije) jednak nuli, pa je za odredjivanje devijacionog dela vektora
momenta inercije mase za osu rotacije i pol u nepokretnom lezistu dovoljno odrediti poloZajni deo koji je jednak
proivodu mase plocice i koordinata njenog teziSta u odnosu na taj sistem koordinata. Na osnovu toga pisemo:



JAuv = JCuv +MyCuC = 6Ma2
Vektor momenta inercije mase za osu rotacije i pol u nepokretnom lezistu A je sada:
~ (i — — 117 — — — =~ (ii
32) =Ju+D, v :—32 Ma’i +6Ma’v = J i +®g)
Devijacioni deo vektora momenta inercije mase za pol u neporetnom lezistu vratila i osu rotacje je:
@ﬁf) =6Ma’v
Prema teoriji uz koriséenje vektora momenata masa dobili smo (vidi predavanja) da su kineticki pritisci na

lezista vratila:
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ﬁA(S_dev) - égﬁ) gngfi02 - ‘égﬁ) gﬁoz o+ o'
dok je devijacioni spreg intenziteta
W, =B = BN + o

Kako je zadato da se vratilo i ploCica obréu jednoliko ubrzano pocetnom ugaonom brzinom @, i ugaonim
ubrzawem &, , to nije teSko dobiti kineticke pritiske i1 devijacioni spreg koji dejstvuju na lezista vratila ploCice. Za

posmatrani slucaj u kineticki pritisci na lezista vratila:
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Fy ==F 4oy = EMa\/gg + (50t+ W, )4m01

ﬁA(S—dev) = 3Ma\/€02 + (got + @, )4 R,

dok je devijacioni spreg intenziteta

m, = %Maz\/gg + (gt + @, )

Uslov da je materijalni sistem koji se sastoji od prethodno definisane plocice i dve dodate materijalne tacke na
lakim prepustima je da je centar masa ploCice na osi rotacije, i da je osa rotacije glavna osa inercije za pol u
nepokretnom lezistu, odnosno da je centrifugalni devijacioni deo vektora momenta inercije mase materijalnog tela za
osu rotacije 1 pol u nepokretnom lezistu kolinearan sa osom, odnosno da je devijacioni deo jednak nuli.

Na osnovu ovoga piSemo tri uslova od kojih se dva svode na isti uslov za slucaj da je ceo sistem u jednoj ravni,
uklucujudi i osu rotacije.
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Za nas konkretni zadatak dobijamo sledeca dva uslova:
2ml =3Ma
351
2ml* == Ma’
32

Na osnovu tih uslova dobijamo da je uslov uravnoteZenja posmatranog materijalnog objekta da je



Hanomena: rucven oco uenuma mpaje 4 cama. Jlossomeno je kopuwhierve camo wmamnane aumepamype (yubenux u mabauye). Cmyoenmu
KOJu uMajy 00N0MdCeH YCMeHU 0e0 UCRUMA OVICHU Cy 0d MO GUOHO O3HAYEe HA KOPUYAMA NUCMEHO2 3a0amKd, 3ajedHO ca OpojeM NOeHd, Kao u nooayuma o
ucnumuom poky y kome cy cmekau mo npaso. Takohe, HAIIOMHILEMO oa je cmydenm Koju uma 0010d4ceH YCMeHU 0eo UChUma 0oaee3an 0a paou nucmenu
0eo0 ucnuma u y ucRumMHoOM poKy y Kome he nonazamu ycmenu 0eo ucnuma u 0a ce mpyou 0a UCmu wimo 60se ypaou.

ITucmenn neo ucnura je enuMuHaTtopad. CTyIeHT ocTBapyje paBo Ha IIOJarame YCMEHOT JeNa HCIUTa ¥ TO3UTUBHY OLEHY IIMCMEHOT Jiela MCIHTa
ako ocTBapu HajMame 18 moena oz ykynHo 30 moeHa (Tpu 3a/aTKa [0 JIECET IOEHA) WM aKO TauyHO PEII M YPaJu HajMame 1Ba lLiefla UCIUTHA 3af1aTka. CTyJeHT
KOjU OCTBAPH IIPABO «YCI06HO NO36AH HA YCMEHU 0e0 UChumay Kao 00Keanugukayujy 3a ocTBapeme IpaBa Ha YCMEHH JIe0 UCIIHTA PajiH jeflaH TeOPUjCKHU 3a1aTakK
y Tpajamy O jeIHOT Yaca u 0e3 kopuiihemwa JuTeparype.

Pesynratu nucmeHor zaena ucnura Ouhe caomuTeHH y MUCMEHOM OOJMKY Ha orjacHoj Tabmu daxynrera no 12 yacoBa. jeaH JaH MO OJIPKAHOM
MIICMEHOM JIely HCIIUTA, aKO JIeXKYPHHU aCUCTCHT WIIH HACTABHUK HE CaomITH Apyraunje. CTyAeHTH KOjH JKelle 1a 100ujy ofjalbene y Be3U ca OIIEHOM MHCMEHOT
Jiella UCIINTA WM Jla IIOHOBO BHJE CBOj MMCMEHH Pajl, HOTPEOHO je na ce oOpare NpeAMETHOM HACTAaBHUKY, HJIM aCHCTEHTY y BpeMe PeIOBHHX KOHCYyJTaluja ca
cTyaeHTuMa. To mpaBo TpeGa MCKOPUATHTH 10 TEPMHHA OJp)KaBarmba YCMEHOT Jea UCIHTA. AKO CTY/CHT HHje MCKOPUCTHO TO IPABO /O MOYETKA yCMEHOT jeia
ucmura cMatpahe ce HHje XTeO Aa KOPHATH TO HpaBo. TepMHHHU KOHCyITaluja HAaCTaBHUKA Cy: moHemesbak 10-12 h, m merax 10-12 h y xabumery 221.
Koncynranuje acucrenta cy y kabunery 307: moneznesbkom 10-12 h, cpeom 10-12 h.

TepMuH 3a moJslarabe YCMEHOI Jella MCIMTA 110 NpaBUily INPBU IMOHE/AEbAK IOCIE MUCMEHOr Jiejla UCIuTa, a ca noderkom y 8,00 yacoa, ako
CTyJCHTU He H3pa3e Apyraddju 3aXTeB U JOTOBOpE ce ca MpeIMETHHM HacTaBHUKOM. Ha ycMeHOM femy mcnmTa HHUje JO3BOJBEHO KOpHIIheme JUTepaType HUTH
npuberexaka. 3a yCHelHujy npunpemy ucnuta u3 Mexanuke 111 — JluHaMuKke 10XKEJBHO je J1a Cy CTYJEHTH HOJIOXKUIH HCIIUTE U3 IPETXOJHE TOJIUHE.

Pe3ynTaTe nmuMcMEHOr Jelia MCIUTA, TEKCTOBE MCIMTHMX 3a/laTaka M OIVICJHE NpUMEpe PElIeHUX HCIUTHUX 3aJaTaka M3 IPETXOAHUX HCIUTHUX
pokoBa, crymentu Mory Hahu Ha WEB mpesentanuju npenmera Mexanuka III — Jlunamuka, a Ha agpecu www.masfak.ni.ac.yu wnm uHTepHET cTpaHHIU
http:/www.hm.co.yu/mehanika.



