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MEHAMIKA 1L - DINAMIKA

PRVI ZADATAK. Disk mase 2m , poluprecnika R, pustena je pocetnom brzinomV,, centra mase C,, u polju
Zemljine teze, iz polozaja , A na visini A, centra mase C,, u odnosu na referentni horzont, da se kotrlja bez klizanja

niz glatku strmu ravan, koja sa horizontom zaklapa ugao « . Linija 4 N B sa slike 1. je u vertikalnoj ravni. Strma
ravan se, u tatki M , nastavlja u cilindri¢nu povrs polupreénika R = R = 6r, centralnog ugla 3« , tako da vertikala
Iroz centar krivine luka, deli taj ugao u odnosu 1:2, kao $to je na slici 1. ptikazano.

a* Koji uslov treba da zadovoljava pocetna brzinav, centra mase C, diska, da bi se dik kotrljao po strmoj
ravni, zadrzavsi svoje polozaje kroz koje prolazi u vertikalnoj ravni?

b * Koliko stepeni slobode kretanja ima disk dok se kotrlja niz strmu ravan i po cilindri¢noj povrsi, a koliko
stepeni kada napusti tu povrs$ po prolasku kroz polozaj B ? Obrazlozi odgovor.

c¢* Napisati kineticku i potencijalnu energiju diska pro kotljanju niz strmu ravan, po cilidricnoj povrsi i po
napustanju iste, a u polozajima A4 (poCetni polozaj), L (proizvoljan poloZaj na strmpj tavnni), N (poloZaj odredjen
uglom ¢ na cilindri¢noj povrsi), B i D ( kada napusti cilindricnu povrs). Da li je sistem konzervativan? Ako je
odgovor DA, napisati integral energije;

d* Odrediti brzine centra diska, kao i ugaonu brzinu sopstvene rotacije diska, pri njenom prolasku kroz tacku
N odredjenu uglom ¢ na cilindri¢noj povrsi, kao i pri prolasku kroz ta¢ku B u kojoj napusta cilindri¢nu povrs;

e* Odrediti jednacine kretanja diska po napustanju cilindri¢ne povrsi u tacki B . Kolika je maksimalna visina
H _. =7 koju ¢e posti¢i disk u fazi kretanja po napustanju cilindricne povrsi, kao i maksimalni domet D_, =?
centra diska u toj fazi kretanja.

g* Kolika je ugaona brzina sopstvenog obrtanja diska u polozaju dostizanja maksimalne visine H _,_?

h* Kolika je sila pritiska na cilindri¢nu povrs u proizvoljnom polzaju diska na njoj? Koliki treba da bude ugao
o, odnosno pocetna brzinaV, centra mase C; diska te da se disk odvoji od cilindricne povrsi preizlaska sa iste

(njenog kraja)?

Slika 1. a*



RESEWE PRVOG ZADATKA. Pre nogeo §to usmerimo nasu paznju ka matemati¢kim opisuma
postupka reSavanja postavljenog zadatka, potrebno je da odredimo broj stepeni slobode kretanja posmatranog
materijalnog sistema diska, koji se kotrlja po stmoj ravni, ostajuci sve vreme kretanja u vertikalnoj ravni.
Disk smatramo krutim telom, a kruto telo u prostoru ima Sest stepeni slobode kretanja, jer moye da izvodi tri
translacje u trima ortogonalnim pravcima, kao $to je to prikazanao na slici br. 1. b* | kao 1 tri rotacije oko tih
osa. Znaci kada je disk slobodan, za odredjivanje njegovog poloZaja u prostoru potrebno je Sest koordinata,
naprimer tri koordinate — tri pomeranja centra masa diska, u,. , v.1 w,, 1 tri koordinate — tri ugla obrtanja

oko triju medjusobno ortogonalnih osa, ¢, ., @, 1 ¢, -

P, =0
tri stepeni slobode kretan ja
tri generalisane koordinate e Ve Pew
Slika 1. b* Slobodan disk — Sest stepeni Slika 1. ¢* Disk vezan za nepokretnu
slobode kretanja ravan - tri veze i tri stepeni slobode
kretanja manje — sistem sa tri stepeni

slobode kretanja

Slika 1. d* Disk u vertikalnoj ravni 1 kotrlja Slika 1. e* Disk u vertikalnoj ravni 1 kotrlja

se bez klizanja po strmoj ravni — jo§ dva stepena se bez klizanja po cilindri¢noj povrsi — sistem
slobode kretanja manje — sistem ima jedan sa jednim stepenom slobode kretanja - Druga
stepen slobode kretanja — Prva faza kretanja faza kretanja (plavo)

(bordo)
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Slika 1. f* Disk napusta cilindri¢nu povrp ostajuci u Slika 1. g* Disk prestaje da se kotrlja po
u vertikalnoj ravni — sistem ima tri stepeni slobode cilindri¢noj povrsi napustajuci jednostrano
kretanja — Treca faza kretanja (crveno) zadrzavajucu vezu kada sila pritiska (otpor veze)

postane jednak nuli. - Druga faza kretanja
do kriti¢cnog ugla na kome napusta vezu (plavo)

Slika 1. h* Materijalni sistem (disk) se krece u verikalnoj ravni i to kretanje se sastoji iz tri faze kretanja - u
prvoj (bordo linija) i drugoj (plava linija) fazi kretanja kada se disk kotrlja bez klizanja po stmoj ravni,
odnosno redom niz strmu ravan i po cilindri¢nj povrsi ostajuéi sve vreme u vertikalnoj ravni sistem ima

jedan stepen slobode kretanja, i tre¢e faze,(crvena linija) kada napusta te veze ostajuéi u vertikalnoj ravni pri
daljem kretanju ima tri stepeni slobode kretanja — dve translacije u vertikalnoj ravni i jednu rotaciju oko ose
upravne na zu vertikalnu ravan

Znaci, da materijalni sistem vr$i ravansko kretanje i da ima jedan stepen slobode kretanja, jer su,
nametnute, veze disku smanjile pet stepeni slobode kretanja, pri ¢emu je disku preostao samo jedan spen
slobode kretanja - kotrljanje bez klizanja po strmoj ravni, u vertikalnoj ravni. Za generalisanu koordinatu u
fazi kretanja diska po strmoj ravni usvojimo koordinatu x, pomeranje centra mase diska C u pravcu
paralelnom strmoj ravni, u vertikalnoj ravni, 1 usmerenu niz kosu racan. Brzina centra diska C je: v, =x. S

obzirom da je strma raven nezadrzavajuca veza, da bi disk ostao da se kotrlja po toj ravni potrebno je da je
pocetna brzina (u pocetnom trenutku) njegovog centra mase paralelna strmoj ravni, jer da joj nije paralelna i
da je usmerena od ravni, disk bi napustio vezu i odvojio se od ravni.

Aksijalni moment inercije mase diska za horizontalnu osu kroz centar mase diska, odnosno kroz trenutni pol

brzine su:
J. - mr Ly o= 3mr?
) )




Kineticka energija sistema je jednaka zbiru kineticke energije translacije diska, brzinom centra C mase diska
1 kinetiCke energije rotacije oko ose upravne na povrs diska i kroz centar mase diska :
1 , 15, 3 .
E =—J.o, +—mvy, =—mv, =—mx
k 2 cYcC 2 C 4 C 4
ili kinetickoj energiji rotacije diska oko ose kroz trenutni pol P brzine pri kotrljanju diska po strmoj ravni:
1 3 3 .
E, =—J,0, ==mv, = mez

2 4
jer su ugaone brzine @, odnosno @, obrtanja diska oko ose kroz centar mase diska C, odnosno kro trenutni

2

pol brzine P diska:
Ve X
[0) c = a)P = —C = —
roor
Na sistem, od aktivnih sila dejstvuje samo sila Zemljine teze, koja je konzervativna sila 1 ima funkciju
sile, odnosno potencijal. Potencijalna energija sistema je:
E, =mgh= mg(h, — xsin a)
1 izrazena je pomocu koordinate 4 u pravcu vertikale, ili pomocu koordinate x koju smo izabrali za
generalisanu koordinatu. Mogli smo umesto koordinate x za generalisanu koordinatu izabrati koordinate /# u
pravcu vertikale.

Kako se zadatkom trazi brzina v. centra Cmasa diska , koristiCemo integral energije, odnosno

teoremu o ukupnoj mehanuckoj energiji sistema, koja je konstantna za konzervativne sisteme i jednaka
ukupnoj mehanickoj energiji sistema, koju je sistem imao u pocetnom trenutku kretanja. Na osnovu toga
pisemo da je:

E,+E, =E,=E,,+E
odnosno:

E, +E, :%mvé +mgh=E, =E,+E :%mvéo + mgh,

odakle sledi da je:
4
Vé = Vgo +§g(h0 - h)
odnosno

4
Ve :\/Véo +§g(h0 _h)

Ako prethodnu vezu izrazimo preko generalisane koordinate x mozemo da napiSemo sledece:

4
s 2 .
Ve =X —\/vco +§gxs1na
Prethodnim obrascima smo odredili brzinu centra masa diska u funkciji generalisane koordinate za vreme
kretanja diska po strmoj ravni. Brzina centra masa diska v.,, u poloZaju M , tacki prelaska sa strme ravni na
cilindri¢nu povrs je:

/ 4
Ve = Véo +§gho

Za drugu fazu kotrljanja bez klizanja diska po cilindri¢noj povrsi sistem ima takodje jedan stepen
slobode kretanja, 1 za tu fazu kretanja za generalisanu koordinatu izaberimo centralni ugao ¢, koji

poluprecnik, koji prolazi kroz centar masa diska Ci centar krivine cilindriéne povrsi (i luka preseka



vertikalne ravni i cilindri¢ne povrsi), €ini sa sa polupreénikom kroz centar masa diska, kada je on u polozaju
M , ulaska na cilindri¢énu povrs. Tu generalisanu koordinatu smo obelezili sa ¢. U toj fazi kretanja, za

generalisanu koordinatu smo mogli izabrati i krivolinijsku koordinatu luk s, koji je sa prethodno izabranom
generalisanom koordinatim vezan sledecom vezom: s(p)=(R—r)p. Da napomenemo, da za sistem sa

jednim stepenom slobode kretanja, $to smo ovde utvrdili, da samo jednu koordinatu mozemo proglasiti
(izabrati) za generalisanu, a ostale koordinate polozaja sistema izraziti preko izabrane koordinate. Izbor
generalisane koordinate se prepusta volji onoga ko reSava zadatak, ali od izbora generalisane koordinate
nekada zavisi 1 *’elegantnost’’ 1 kraci put reSavanja zadatka, o cemu je vazno voditi ra¢una.

Brzina centra C mase diska u funkciji generalisane koordinate ¢, pri kotrljanju diska bez klizanja po
cilindri¢noj povrsi, je:

Ve = M = (R -r )¢

dt

dok su ugaone brzine obrtanja diska @, odnosno @, , obrtanja diska oko ose kroz centar mase diska C,

odnosno kro trenutni pol brzine P diska:
Ye _ (R -r )(P
r r
Kineti¢ka energija sistema je jednaka zbiru kineticke energije translacije brzinom centra mase diska i
kineticke ekergije rotacije oko ose, upravne na povrs diska, kroz centar mase diska :

1 1 3 3 :
E, :EJca)é +Emvé :vaé :Zm(R—r)z(p2

D = Wp =

ili kinetickoj energiji rotacije diska oko ose kroz trenutni pol P brzine pri kotrljanju diska po strmoj ravni:

1 3 3 .
Ek :EJ 0)12, :vaé :Zm(R—I"Y(DZ

Na sistem, 1 u ovoj fazi kretanja, od aktivnih sila dejstvuje samo sila Zemljine teze, koja je
konzervativna sila i ima funkciju sile, odnosno potencijal. Potencijalna energija sistema je:

Ep =—-mgh = mg(R - r)[cos a-— cos(a — (p)]
1 izrazena je pomocu koordinate %, merene u pravcu vertikale, ili pomoc¢u koordinate ¢ , koju smo izabrali
za generalisanu koordinatu, jer se centar masa diska - koji je napadna tacka sile tezine, spusta za

(i«) h=(R-r)cos(a —¢)-cosa]
Sto je uocljivo sa slike. Mogli smo umesto koordinate ¢ za generalisanu koordinatu izabrati koordinatu s u
pravcu luka poluprecnika (R —r) - putanje, koju opisuje centar masa diska pri kotrljanju po cilindri¢noj
povrsi. Tada je izraz za potencijalu energiju:

E, =-mgh= mg(R — r)[cosa —cos(a S ﬂ
R-r

Kako se zadatkom, 1 u ovoj fazi kretanja, trazi brzina v, centra Cmasa diska pri kotrljanju bez

klizanja po cilindri¢noj povrsi, koristiCemo integral energije, odnosno teoremu o ukupnoj mehanuckoj
energiji sistema, koja kaze da je ukupna mehanicka energija sistema konstantna za konzervativne sisteme i
jednaka ukupnoj mehanickoj energiji sistema, koju je sistem imao u poetnom trenutku kretanja. Na osnovu
toga piSemo da je:

E,+E, =E,=E,,+E

odnosno:



E, +E = %mvé ~mg(R—r)cosa —cos(a —)]=E, =E, +E , = %mvéo +mgh,
odakle sledi da je:

Ve = Vi, + %gho —%g(R —r)cosa —cos(a — @)
odnosno

Ve = \/véo +%gho —%g(R —7r)[cosa —cos(a — )|

Ako prethodnu vezu izrazimo preko luka, krivolinijske koordinate s, mozemo da napiSemo sledece:

Ve = \/véo +§gh0 —%g(R—r)[cosa—cos(a— Rs—rﬂ

Prethodnim obrascima smo odredili brzinu centra C' masa diska u funkciji generalisane koordinate ¢ za

vreme kretanja diska po cilindri¢noj povrsi. Brzina centra masa diska v, u poloZzaju B, tacki izlaska diska
sa cilindri¢ne povrsi i prelaska na slobodno kretanje u vertikalnoj ravni je:

Vep = \/véo +§gh0 —%g(R —r)[cos & —cos 2]
dok je ugaona brzina o, diska, odnosno @, :

1 4 4
Oy = Wpy =L = —\/véo +—ghy——g(R—r)[cos & —cos 2]
ror 3 3
U trecoj fazi kretanja, kada napusta veze, ostaju¢i u vertikalnoj ravni, disk ima tri stepeni slobode

kretanja, jer se krece u vertikalnoj ravni izvode¢i ravansko kretanje pocetnom brzinom centra masa

Vg = \/véo +§gh0 —gg(R —r)cosa —cos2a].

1 ugaonom brzinom sopstvenog obtzanja oko sopstvene ose kroz centar masa C koja iznosi:

Wy = %\/véo +%gh0 —%g(R —r)cosa —cos 2]

Za generalisane koordinate u tre¢oj fai kretanja, sada takodje ravanskog kretanja, ali sa tri stepeni
slobode kretanja u vertikalnoj ravni za generalisane koordinate biramo dve koordinate pomeranja centra masa
diska u dva ortogonalna pravca, x. 1 y., 1 ugao ¢, obrtanja diska oko ose upravne na vertikalnu ravan
kretanja kroz njegov centar masa C. Na disk dejstvuje samo aktivna sila sopstvene tezine diska mg.
Diferencijalne jednacine ravanskog kretanja diska u vertikalnoj ravni i sa tri stepeni slobode kretanja su:

mx. =0

my. =—-mg

chbc =0
odnosno

X.=0

j}c =—g

¢ =0



Integraljenjem prethodnih diferencijalnih jednacina, prethodnog sistema, dobijamo sledece:

x. =C,
Ve =—gt+C,
(bc :C3

Jo§ jednim integraljenjem diferencijalnih jednacina prethodnog sistema dobijamo slede¢e njihovo
opSte reSenje:
x.=Ct+C,
2

t
yC=—g5+C2t+C5

o =Cit +C
koje sadrzi Sest nepoznatih integracionih konstanti. U prethodnim jednacinama pojavilo se Sest integracionih
konstanti, koje treba odrediti iz pcetnih uslova. Pocetni uslovi ravanskog kretanja diska su:

a* polozaj centra diska u pocetnom trenutku ¢ =0, koji smo oznacili u trenutlu kada disk napusta
cilindri¢nu povrs:

x.(0)=0
yc(o): 0
(PC(O)Z 0

b* poletne brzine centra masa diska u pocetnom trenutku 7 = 0, koji smo oznacili u trenutlu kada disk
napusta cilindri¢nu povrs:

Xc (0) =V cos2a = \/véo + ggh0 —%g(R - r)[cosa —Cos 2a] cos2a

Y¢(0)= vy, sin 20 = \/véo +§gh0 —gg(R —r)cosa —cos2a]sin 2a

9:(0)= o, = l\/vé0 +§gh0 —%g(R —r)cosa —cos 2]
r

Iz pocetnih uslova odredjujemo integracione konstante, pa sledi d su vrednosti integracionih
konstanti: :

C,=0,C,=0,C, =0

C, =vycosl2a = \/véo +§gh0 —%g(R —7r)[cos & — cos 2a | cos 2

C, =vsin2a = \/véo + ggho —gg(R — r)[cosa —cos Za]sin 2a

Ci=wy = %\/véo +§gho —ég(R —r)cosa —cos2a]

Jednacine kretanja su sada:

Xc (t) =V tcos2a == t\/véo + %gh0 —%g(R - r)[cosa —Cos 2a] cos2a

2 2
ye(t) = vestsin2a —g% = —g%+t\/véo +§gh0 —%g(R —r)cosa —cos 2a|sin 2a



P (t) = oyt = g\/véo +§gh0 —%g(R —r)cosa —cos2a]

Disk se sada obrée konstantnom ugaonom brzinom oko upravne na povrs diska, a ose kroz njegov
centar masa:

: 1 4 4
¢ (t)= 0 = —\/véo + Egho —Eg(R —r)[cosa —cos2a| = const
r

Maksimalma visina, koju centar masa diska dostize, je u trenutku kada brzina centra mase diska ima
samo horizontalnu komponentu, tj. kada je

yC(tl ) = Vg Sin2a —gt, =0
a to se dostiZe u trenutku ¢,
; _ Ven sin2a
1

g

U tom trenutku koordinate centra mase diska su:

2 .
X (tl ): ;ﬂsin 4 =0 4o {véo +§gh0 —ig(R —7)[cosa —cos 205]}

3

22
sin” 2« |:Vé‘0 +§gho _§g(R—r)[cosa—C0820l]}

2
A% .

Yeomax = yc(tl): —CBsin’ 2 =
2g

Razlika u visini poloZzaja centra masa pri ulasku u cilindri¢nu povrs i izlaska sa iste je:
a= (R - r)(cosa —cos Za)
Sada moZemo odrediti maksimalnu visinu H . ,,,, na koju ¢w dospeti centar C mase diska:

2
v
4 -CB

He oy =@+ Yooy = @+ ye(t,)=(R—r)cosa —cos2a) sin” 2
)
H v = (R—r)cosa —cos2a)+ sin” 2 [véo +§gh0 —%g(R —r)[cosa —cos2a]} > h,

a to je visina veca od visine /,na kojoj je bio centar masa diska, kada je on pusten sa pocetnom brzion
centra v, da se kotrlja bez klizanja po strmoj ravni. Da bi ovaj zakljucak bio dobar, potrebano je da je
zadovoljen 1 uslov da je ugao « takav da disk moZe, kotrljajuci se bez klizanja, da dospe u krajnju tacku B
brzinom, koja je veca od nule:
4 4

Veg = Voo + Egh0 —Eg(R —r)[cosa —cos2a|> 0
Odnosno potrebno je da je zadovoljen uslov:

%véo +hy>(R—r)cosa —cos2a]=a

g

kao 1 da je sila pritiska diska na cilindri¢nu povrs§ veca ili najmanje jednaka nuli u poloZaju B centra diska
C (diska u krajnjoj tacki cilindri¢ne povrsi B).

Ako trazimo najveci domet na visini, na kojoj diosk napusta cilindri¢énu povrs, najve¢i domet je
kada je

t2
yelty)=vest, sin 2a —gé =0

Za taj slucaj vreme dostizanja najve¢eg dpmrta je::



- 2V, sin2a
2
g
U tom trenutku koordinata x.(¢,) je i najveéi domet i izbosi:

2 . .
D s .y )_VCBsm4oc:sm4oc{2
C-MAX C-MAX c\"2

= Veo +igh0 —ig(R—r)[cosa —cos2a]}
g 3 3
Ako se trazi najve¢i domet na vidini 4, na kojoj je bio centar masa diska u pocetku kotrljanja bez klizanja
diska po strmoj ravni, onda je potrebno odrediti vreme ¢, ponovnog dospeca centra masa diska na tu visinu
po napustanju cilindri€ne povrsi 1 odgovarajucu koordinatu x (t3 ) Na osnovu toga piSemo:
yelty)=hy—a =h,—(R-r)cosa —cos2a)

odnosno
2

. t
Yelty) = vegty sin 2a _gé =hy—a
pa dobijamo kvadratnu jednacinu :

f .
g?—vwg sin2a+hy,—a=0

2

[ —EVCBQ sin 2« +£(h0 —a)=0
g

g

iz koje odredjujemo korene, odnosno vreme ponovnog dospeca centra mese diska na pocetnu visinu 4, .

g
Koristimo drugi koren, jer prvo vreme ponovnog dospeca centra mase diska na visinu 4,, nego

2
b2 = évCB sin2a F \/(évcgtg_ sin ZaJ —z(h0 ~a)

drugo vreme, koje odgovara drugom korenu. Ova dva korena ukazuju da ¢e se centar masa diska ponovo
nac¢i dva puta na visini na kojoj je bio u poetku kotrljanja bez klizanja niz strmu ravan. Maksimalnom
dometu odgovara vreme:

2
o) = vaB sin2a + \/(EVCBQ sin ZaJ —z(ho —a)
g g g

Sada najvec¢i domet centra mase diska je:
h . .
D, yix (t3(2)) = tg_oa +(R - r)sina +sin 2a )+ x,. (t3(2))

gde je:

2 . 2
X (t3(2)) = Veply(y) 082 = Vep Sin 4 + V5 COS 205\/(2 Vgl SIN 205] —g(ho - a)
g g g

Vep = \/vé0 +§gh0 —gg(R —r)cosa —cos 2]

a=(R-r)cosa —cos2a)



Da bi smo odredili uslov pod kojim ¢e za zadate pocetne uslove disk dospeti u krajnjnji polozaj
B kotrljajuci se bez klizanja, tako da njegova brzina bude veca od nule, i ne neapusti vezu pre dospeca u njen
kraj B potrebno je da odredimo silu pritiska diska na cilindri¢énu povr§ po kojoj se kotrlja. Taj pritisak,
odnosno otpor veze-cilindri¢ne povrdi mra biti ve¢i od nile da bi veza ’ cilindri¢na povrs imala svojstvo
obostrano zadrzavajuce veze.U trenutku i polozaju kada pritisak diska na cilindri¢nu povr§ postane jednak
nuli, dolazi do pojave svojstva veze da je jednostrano zadrzavajuca i disk se odvaja od te veze i napusta istu.

Da bi smo odredili silu pritiska diska na cilindricnu povr§ oslobodimo disk veza i umesto veza
postavilo odgovarajuée reakcije veza. To su notmalna komponenta otpora veze F, upravna na putanju

centra masa diska C, 1 sila otpora kotrljanju F, , koja pada u pravac tangente na cilindri¢nu povrs. Sada
koristimo princip dinamicke ravnoteze i1 piSemo jednaine dinamicke ravnoteze sila u radijalnom i
tangencijalnom pravcima, kao i jednacinu dinamicke ravnoteZze momenata sila oko ose, upravne na povrs
diska, kroz centar masa. Na osnovu toga piSemo sledece jednacine dinamicke ravnoteze:
mac; =m(R~r)p = mgsin(a—p)-F,
2
Ve

mag, = mm =m(R—r)p* = F, —mgcos(a — @)

. (R—r)gb 3
JC(pC = JC P Fkr

S obzirom da smo koriste¢i teoremu od ukupnoj mehanickoj energiji sistema odredili brzinu v,

centra mease diska, to ne moramo integraliti diferencijalne jednacine prethodnog sistema diferencijalnih
jednacina, ve¢ ¢emo koristiti samo drugu jednacinu iz koje odredjujemo otpor veze — cilindri¢éne povrsi u
funkciji generalisane koordinate ¢, kao i1 prethodno odredjen izraz za brzinu centra mase diska, takodje u
funkciji generalisane koordinate ¢ . Na osnovu toga dobijamo:

F, m[ (RVf S+ geosa- go)}

a kako je:

Ve = \/véo + %gh0 —%g(R —r)cosa —cos(a — )]

to sledi da je:

F, =mg cos(a - (p) + L{véo + igho - ig(R - r)[cos a— COS((Z - (0)]}
(R-7) 3 3
odnosno, posle sredjivanja za silu pritiska diska na cilindri¢énu povrs§ dobijamo sledeci izraz:

F, = ﬁ[véo + %gho - gg(R - r)[cosa - cos(a - (0)]-4- (R - r)g cos(a - gp)}

Posle sredjivanja dobijamo sledeci izraz za silu pritiska diska na cilindri¢nu povrs, pri njegovom kotrljanju
bez klizanja po njoj:

F, = ﬁ[vio +§gh0 —%g(R - r)[4 cosa — 7COS(0! - 60)]}

Silu otpora kotrljanju bez klizanja odredjujemo iz poslednje jednacine sistema jednacina dobijenih na
osnovu principa dinamicke ravnoteze:



. (R—r)(b B
JC(DC —JC . —Fkr

odakle je

R 1 2 (Rer)
Fk —JC 72 —Emr 72 Q
Zatim unosenjem u prvu jednacinu dobijamo:

m(R —r)p = mgsin(a — p)— F,

m(R —r)p = mgsin(or — (0)—;1711’2 (R;r)¢_
r

~(R=r)p=gsin(a—0)

Diferencijalna jednacina kretanja centra mase diska pri njegovom kotrljaju bez klizanja po cilindri¢noj povrsi
je u obliku:

¢- )gSin(a_¢)=0

3(R-r

Za silu kotrljanja bez klizanja mozemo da napiSemo slede¢i izraz:
1 .1 .
F, =—m(R-r)p=—mgsinla —
k™ > ( )§0 3 g ( (0)

Diferencijalnu jednacinu kretanja centra mase diska nije tesko integraliti, jer razdvaja promenljive, na
slede¢i nacin:

¢—ﬁgsin(a—¢)=0-2(ﬂh =2dg

2¢p¢dt — ( 2 )gsm((x go)Zd(o 0
2¢d ¢ — ﬁ gsin(a —p)2dp=0

j(pdgp (2 gJ.sma (p)2d(p 0

Granlce integraljenja smo odredili od polozaja pri ulasku u cilindri¢nu povrs gde je ugao ¢ =0 do
prouzvoljnog polozaja odredjenog uglom ¢, kada je ugaina brzina okretanja centra masa C oko centra
krivine njegove putanje O vezana sa njegovom brzinom: v, = (R r)go Posle naznac¢enog integraljenja
dobijamo:

(pz - (/)Azl + 3(R4— r)g[cos(a - (p)— cos a] =0
odnosno
P’ =@, —mg[cosa —cos(a — )]

odnosno



(R-rFi7 =R, ~ B gleosa— cos(a )

odnosno

A kako je:

/ 4
Veu = Véo +§gh0

to sledi da je:

Ve = \/véo +§gh —@g[cosa —cos(a— o)
Vidimo da je ovaj izraz isti kao onaj koji smo dobili iz teoreme o ukupnoj mehanickoj energiji
konzervativnog sistema.
Sada da se vratimo na analizu sile pritiska F), za koju smo odredili slede¢i izraz:

F, = m [véo+igh0_lg(R—r)[4cosa—7cos(a—(0)]}>0
(R-r) 3

3

Da se disk nebi odvojio od cilindri¢ne povrsi, koja je jednostrano zadrzavajuca veza, ova sila pritiska
mora da bude veca od nule. Iz tog uslova dobijamo sledecu relaciju:

Veo +§gh0 —%g(R —r)4cosa—7cos(a—p)]> 0

odnosno:
3vgo 4h,
+
7(R - r)g 7(R - r)
Da bi postojao polozaj u kome bi se disk odvojio od cilindriéne povrsi potrebno je da zadovoljena
relacija

—icosa > —cos(a—(p)s 1

ey, Ahy
7(R—r)g 7(R—r)

—gcosa :—cos(a—goK)Sl

odakle sledi
2
3veo + 4y 4cosa <1
7(R - r)g 7(R - r)
odnosno
2
28(R - r)g

Ovo je uslov koji ograni€ava veli¢inu ugla & u odnosu na pocetnu brzinu v, centra mase diska 1 visinu #,

pocetnog polozaja za kotrljanje bez klizanja niz strum raven da u fazi kretanja - kotrljanja bez klizanja po
cilindri¢nog povrsi nebi doSlo do odvajanja diska od nje i veza dejstvovala kao jednostrano zadrzavajuca,
odnosno, nezadrzavajuca.

Ako je zadovoljen uslov



Fy(x,)= ﬁ{véo +§gh0 —%g(R—r)[4cosa—7cos(a—(aK )]} =0

to dolazi do odvajanja diska od cilindri¢ne povrsi po kojoj se kotrljao bez klizanja, potrebno je odrediti i
koordinaru ¢, na kojoj ¢e do¢i do odvajanja diska od cilindri¢ne povrsi, kao i1 brzinu centra masa diska pri
njegovom odvajanju od veze, odnosno napustanja veze:

Kako je generalisana koordinata ¢, na kojoj disk napusta jednostranozadrzavajucu vezu odredena 1z
relacije:

3v2, L4y

7(R - r)g 7(R - r)
to je brzina centra mase diska kojom se disk odvaja od cilindri¢ne povrsi (kojom napusta
jednostranozadrzavajuéu vezu), to dobijamo sledeéi izraz za tu brzinu centra masa diska::

—icosaﬁl

COS(CZ —Qk ) =

4 4R -
Vek = \/Véo +§gho—¥g[cosa —cos(a — P )]

4 4R - 32 4h 4
Vex :\/véo +§gh0 _Qg{cosa— 7(R‘:Ci)g - 7(Rjr)+—cosa}
, 4 HR-r) |11 32, 4h,
= — h—— - - -
VCK \/VC()+3g 3 g|:7 ccosax (R—I’)g 7(R—V)

2
Ve = \/Véo +§gho —{chosa ——4‘;00 _lghy lgho}

_ s 39 44(R-r)g

Vex =75 Veo 5 8l ——— - ccosa
£v2 +£ h >—44(R—7’)gccosa PROVERI??222222222222299999999999999
7 o 21g o = Hp ccosa BROVRRLI oo a s

DRUGI ZADATAK. Materijalni sistem na slici 2. se sastoji od dva tanka homogena diska D, i D, , masa i polupre¢nika

redom 4m,R ,2m,R itega mase 4m kao §to je to prikazano na slici. Za centar C, , prvog diska, koji moze da se lotrlja brz
klizanja po strmoj ravni nagiba ugla & u odnosu na horizonat, vezano je lako, nerastegljivo uze, koje je zatim prebaceno preko

visi na tom uzetu u vertikalnom pravcu. Ceo sistem se nalazi u vertikalnoj ravni i u polju Zemljine teze.

Odrediti:
a* broj stepeni slobode kretanja sistema i naciniti izbor generalisanih koordinata (ili koordinate) sistema;



b* sve koordinate polozaja i konfiguracije sistema, kao i ugaone brzine diskova pomocu izabranih generalisanih
koordinata sistema;

c* izraze za kineti¢ku i potencijalnu energiju sistema. Da li se ukupna mehanicka energija datog sistema menja u toku
vremena i toku kretanja sistema? Da li je sistem konzervativan?

d* snagu rada sila koje dejstvuju na sistem;

e* napisati integral energije sistema;

f* diferencijalne jednacine kretanja sistema pomocu generalisanih koordinata i Lagrage-ovih jednacina druge vrste. Koliki
je najmanji broj diferencijalnih jednacina kretanja sistema? Odrediti ubrzanja sistema.

g* ubrzanja centra diska C; ;
h* sile u uzadima.

7,

N

Slika 2. Slika 2. a* Slika 2. b*

Slika 2. c* Slika 2. d* Slika 2. e*

Materijalni sistem na slici 2 ima jedan stepen slobode kretanja, jer disk koji se kotrlja bez klizanja
po strmoj ravni, ostajuéi pri tome u vertikalnoj ravni ima jedan stepen slobode kretanja (detaljnije objasnjenje
vidi u pocetku prvog zadatka) , a takodje i teg u vertikalnoj ravni, koji visi na koncu ima jedan stepen
slobode kretanja, ali kako su vezani nerastegljivim koncem to znaci da sistem ima samo jedan stepen
slobode. Disk preko koga je prebaceno uze ima takodje samo jedan stepen slobode kretanja-obrtanje oko
zglobne veze u centru masa C,, ali kako uZe ne klizi po njegovom obimu, ve¢ se zajedno sa njim pomera

istom brzinom obima, to znaci da u finalu ceo mehanicki sistem ima samo jedan stepen slobode kretanja. To



zna¢i da mozemo izabrati samo jednu generalisanu koordinatu, a preko nje izraziti sve ostale koordinate
polozaja diskova i tega pri kretanju sisema i u prozvoljnoj konfiguraciji. Za generalisanu koordinatu
izaberimo koordinatu x usmerenu navise 1 paralelnu strmoj ravni i vetikalnoj ravni. Pomeranje tega nanize
ozna¢imo sa y 1 kako je uze nerastegljivo to je y = x. Koordinatu polozaja drugog diska sa centrom u C,
oko koga se obr¢e ozna¢imo sa ¢, , a ugaonu brzinu njegovog obrtanja oznafimo sa @, =@, . Imajuci u
vidu da je obimna brzina tacke na obimu tog diska jednaka brzini uzete, to sledi da je njegova ugaona brzina
jednaka
o — 6. = X
c, = Pc, = P

Ugaona brzina o, obrtanja prvog diska oko ose, upravne na vertikalnu ravan i ravan
diska, kroz njegov centar masa C,, odnosno, ugaona brzina @, oko paralelne ode kroz

trenutni pol brzine u B, oko koga se u svakom trenutku obrne disk kortljajuci se bez klizanja
po strmoj ravni. Treba uociti da se taj trenutni pol P, pomera po strmoj ravni, ali kako je disk
osnosimetrican, a odgovarajuca tacka na konturi diska u kojoj se tokom njegovog kotreljanja
bez klizanja po stmoj ravni dodiruje sa njim. To znaci da se osa trenutne rotacije pomera i po
konturi diska, ali je aksijalni moment inercije mase diska za taj sistem osa uvek isti 1
konstantan, pa se ta osobina moze koristiti pri pisanju jednacina dinamike diska, $to ne b1 bio
slu¢aj da kontura nije krug (cilindar), a disk je homogen 1 sa centom masa u centru konturne.
Linije:
X
Op =0 =—
r
Aksijalni moment inercije mase prvog diska za horizontalnu osu kroz centar C, mase

diska J. , odnosno kroz trenutni pol brzine 7, , J,,a Cija je masa 4mi poluprecnik r, su:
4mr® 12mr?
c = 1 J, =
1 2 ‘ 2
Aksijalni moment inercije mase drugog diska za horizontalnu osu kroz centar C,
mase diska J. _je:

2mr?
Je, = >
Ukupna kineticka energija sistema jednaka je zbiru kinetiCkih energija rotacije prvog
diska oko njegove ose trenutne rotacije pri kotrljanju bez klizanja po strmoj ravni , kineticke
energije rotacije drugog diska oko ose kroz njegov centar masa i kineticke energije translacije
tega:

E, :%J,,la;; +%cha)é +4my’ =%mx2

Na sistem od aktivnih sila dejstvuju sile tezine diskova 1 tega, ali sila tezine drugog
diska ne vrsi nikakav rad jer se njena napadna tacka ne pomera u vertikalnom pravcu, pa je
rad te sile nula, a promena potencijalne eenergije je takodje jednaka nuli. Promena
potencijalne energije sistema od dejstva sile tezine 4mg prvog diska je razliCita od nule, jer se



napadna tacke te sile teZine podize za xsina , dok se napadna tacka sile tezine 4mg tega spista
za y = x, te se potencijalna energija sistema smanjuje. Ukupna promena potencijalne energije
posmatranog materijalnog sistema je sada:

E, =4mgx sin @ —4mhy = —4mgx(l —sin a)

Kako na sistem dejstvuju aktivne sile, koje su konzervativne, to je ukupna energija

sistema konstantna 1 jednaka onoj, koju je sistem imao u pocetnom trenutku kretanja sistema:
E,+E, =E,=E,,+E

1 . .
?mx2 —4mgx(1-sina)=E, =E,, +E,, = const

Ovo je i integral energije.
Diferenciranjem po vremenu dobijamo diferencijalnu jednacinu kretanja u slede¢em obliku:
dE, +E,)
dt

11mix — 4mgx(1 —sina) = 0

odnosno
11mi —4mg(1 —sina)=0.
Iz poslednje diferencijalne jednacine odredjujemo ubrzanje sistema u obliku

X:%g(l—sina)

Do te jednacine mozemo do¢i I primenom Lagrage-ove jednacine drge vrste za generalisanu
koordinatu u slede¢em obliku:

d OE, OE, +5Ep

dt ox oOx Ox
pomocu koje sledi

11mx — 4mg(1—sina) =0

=0

odnosno

4
Xx=—gll-sinax

el )
Snaga rada neke sile, koja dejstvuje na telo, koje se krece, se izraZava pomocu skalarnog proizvoda

sile 1 brzine kretanja materijalne tacke na koju dejstvuje ta sila: P = F,v )
Snaga rada aktivnih sila koje dejstvuju na posmatrani materijalni sistem pojedinac¢no je:
P =—-4mgxsina
P, =2mgv., =0
P, =4mgy = 4mgx
Snaga rada sila inercije koje dejstvuju na posmatrani sistem je:

P ==, 0,0, =-6mxi snaga rada sila inercije rotacije prvog diska
Py ==d ¢ 0c 0p, =—mxX snaga rada sila inercije rotacije drugog diska
Py, = —4mix = —4mxx snaga rada sila inercije translacije tega

S obzirom da se radi o idealnim vezama i1 konzervativnom sistemu, to je snaga rada otpora idealnih
veza jednaka nuli, jer su brzine u tangencijalnom pravcu na veze, a otpori idealnih veza upravni na brzine, pa



je snaga rada tih sila jednaka nuli. S obzirom da je system konzervativan, a ukupna energija sistema
konstantna, to je ukupna snaga rada svih sisal sistema jednaka nuli.
dBAE)_ L S5 )z

dE, +E N
("dt )=P=Z(E 3)=B+P+P+P, +P, +P,, =0
p
B+ P+ PPy + Py, +P,, =—4mgisina +4mg — 6mik — ik — 4mis = 0

P +P +P +Pm + P, + P, , =[4mg(l—sina)—11mi]i =0

Da bi smo odredili sile u uzadima, napravicemo dekompoziciju sistema na sastavne
proste podsisteme-diskove i teg, *’presecanjem’’ uzadi i zamenom destva veza realizovanih
preko uzadi parovima suprotnih sila u uzadima. Zatim ¢emo na osnovu principa dinamicke
ravnoteze za svaki od podsistema napisati jednacine dinamicke ravnoteze sila ukljucujuéi i
aktivne 1 reaktivne sile, kao 1 sile inercije. Iz tih jednacina odredjujemo nepoznate sile u
uzadima, kao 1 odgovarajuce sile inercije. Medjutim kako smo ve¢ odredili ubrzanje sistema,
dovoljno je iz tih sistema koristiti samo one jednacine, koje su potrebne da odredimo
nepoznate sile u uzadima i jo§ jednu, kojom ¢emo proveriti taCnost odredjenih sila u uzadima.

Primenjujuéi princip dinamicke ravnoteze za dinamikCku ravnotezu tega, na koji
dejtvuje aktivna sila tezine teha 4mg, sila inercije —4mi 1 sila veze — sila u uZetu S,,

dobijamo slede¢u jednacinu:
4mx =4mg - S,
Iz prethodne jednacine, s obzirom da smo ve¢ ranije odredili ubrzanje sistema

X= % g(l —sin a), nije teSko dobiti silu u delu uzeta koje nosi teg u obliku:

S, = lilmg(7 +4sina)

Primenjujuéi princip dinamicke ravnoteZe za dinamikc¢ku ravnotezu drugog diska, koji
se obrée oko svog centra masa C,, a na koji dejstvuju dve obimne sile S, i S,u delovima
uzadi ¢ine¢i momente obrtanja oko centra masa C,, kao 1 sile inercije koje redukovane na
centar masa C,, takodje Cine jedan spreg momenta —J. ., kao 1 sila tezine i sila otpora
zgloba u C, , koje prolaze kroz isti, pa je njihov moment jednak nuli, te moZemo da napiSemo
slede¢u jednacinu dinamicke ravnoteze momenata sila oko ose kroz centar masa C,tog diska:

chfbc2 = (Sz _Sl)r
Iz prethodne jednaCine, a kako smo ve¢ odredili silu u drugom delu uZeta

S, = %mg(7 +4sina), nije teSko odrediti silu S, u prvom delu nerastegljivog uzeta u slede¢em

obliku:



S, = %mg(6 +5sina)

Time smo odredili obe nepoznate sile u pojedinim delovima uzadi. Ostaje nam jo$ da
proverimo ta¢nost, dobijenih izraza, a to mozemo uraditi primenom principa dinamicke
ravnoteze na dinamicku ravnotezu prvog diska. Na prvi disk koji je kotrlja bez klizanja po
stmoj ravni dejstvuju sledece sile: sula tezine 4mg, sila u prvom delu uzeta S, , sila otpora
strme ravni F,,, sila otpora kotrljanju bez klizanja F,, i sile inercije od translacije 1 rotacije,
koje kada se redukuju na trenutni pol P, brzina (rotacije diska oko trenutne ose rotacije) cine
spreg momenta —J,a,. Sila otpora strme ravni i sila otpora kotrljanju diska bez klizanja

prolaze kroz tu taCku P, pa je njihov moment sila za tu tacku B jednak nuli. Jednacina
dinamicke ravnoteze momenata sila za trenutni pol P, daje sledece:

Joo, = (S, —4mgsina)r
odakle dobijamo da je:

S, = %mg(6 +35sina)

¢ime smo potvrdili tacnost prethodno dobijenih izraza za sile u uzadima i ubrzanje sistema.

TRECI ZADATAK. Na slici 3. prikazana je homogena tanka plo¢ica, mace M , konture ACBE , a oblika jednakokrakih
trouglova, AEB i ACB jednakh osnovica 2a pri ¢emu je prvi trougao visine 3a ,dok je drugi visine £ =7, takve, da je
centar masa te ploSice u temenu manjeg trougla ACB

Plocica je kruto uc¢vrs¢ena na lakom vratilu, tako da je osa vratila na istom pravcu kao i osnovice konturnih trouglova
plocice. Vratilo je sa lezistima, nepokretnimu A i cilindri¢nim u B, na medusobnom rastojanju 4a . Odrediti:

a* period oscilovanja plocice oko ose vratila, kada je ta osa horizontalna.

b*kolika treba da je masa materijalnih tacaka 7 , koje treba dodati na lakim krutim §tapovima zanemarljive mase, duzine /¢
da bi plo¢ica oko horizontalne ose vratila bila uravnotezena, slika 3.b *? Da li duZina Stapa-prepusta £ treba da zadovoljava neki
uslov? Da li bi plocica bila uravnotezena ako bi se obrtala oko ose vratila, koja nije horizonatalno,? Obrazlozi odgovor!

c* vektor momenta inercije mase tela za osu rotacije i pol u nepokretnom lezistu A ;

d* kineticke pritiske na lezosta vratila za slucaj rotacije pol€ice sluc¢an rotacije plocice jenakoubrzano oko horizontalne ose
(naslici 3. a*) pocetnom ugaonom brzinom @, i ugaonim ubrzawem &, ;.

e* devijacioni spreg koji desjtvuje na lezosta vratila za slucaj jenakoubrzano oko horizontalne ose (na slici 3. a*);
f* intenzitet vektora rotatora za taj sluca;.

Slika 3. a* Slika 3. b*



Pre nego Stp predjemo na reSavanje konkretnog zadatka, potrebno je odrediti visinu 4 =? izvadjenog
trougla iz uslova da je teziSte posmatrane homogene tanke plocice u temenu tog trougla , odnosno da je
Ve =h =7?.To znaci da treba da je:

: h
ZAiyi 3a’a—ah—
= 3

= h = ! = = h
Ye ZzlA 2a* —ah
i=1

odakle dobijamo sledecu kvadratnu jednacinu, po nepoznatoj visini 4 = ? manjeg trougla:
3a(3a —h)=9a> — h?

odnosno
2h* =9ah+9a” =0

Koreni te kvadratne jednacine su:

C9aFa8l-72 9 _3 |3,

=—a¥F=a=
4 47473,

hl,z

Od dva dobijena korena, vidimo da prvi, manji koren odgovara realno plocici, dok drugi koren
predstavlja degeneraciju plocice izjedna¢avanjem manjeg i veéeg trougla, te je samo matematico reSenje, ali 1
neupotrebljivo za nas postavljen zadatak.

Da bi smo odredili period oscilovanja plococe potrebno je da odredimo aksijalni moment inercije
plocice za osu oscilovanja. Kako oba knturna trougla ploc¢ice imaju osnovice na zajednickoj osi oscilovanja
plocice kao fizickog klatna, pa je lako odrediti aksijalni moment inercije plocice koisteéi aksijalne momente
inercije povrSina trouglova za ose koje prolaze pravcem osnovice trougla i dobijeni rezutat pomnoziti
povrsinskom gustinom homogene plocice. PovrSinska gustna plocice je:

M 2M

A 3a’
te je aksijalni moment inercije plocice za osu oscilovanja :

3
3, =plrv 1))=Y L{Za@a)} - Za(%aj }: %Maz

3a* 12

Redukovana duzina fizickog klatna je (vidi precavanja o fozickom klatnu):

L A7
" My, 4

Kruzna frekvencija malih oscilacija ploCice oko ose u je:
we | £ _ 4
0, Ta
dok je period oscilovanja za male elongacije:

727 5. /7_a
@ 4g

Vektor momenta inercije mase plocice za pol u neporetnom lezistu vratila i osu rotacije plocice i
vratila ima kolinearni deo sa osom, koji je jednak aksijalnom momentu inercije J, mase plo€ice za tu osu i

devijacioni deo koji je upravan na osu i lezi u devijacionoj ravni za tu plo€icu i osu i1 pol u nepokretnom listu,



a jednak je centifugalnom momentu za par osa od kojih je jedna osa rotacije, a druga osa upravna na istu a
kroz nepokretno leziste )vidi predavanja o vektorima momenata masa i1 kinetiCkim pritiscima na leziSta
vratila). S obzirom da smo postavili ravan ploCice u ravni u —v to treba odrediti centrifugalni moment
plocice za te dve ose. Imajuéi u vidu da ploc€ica ima jednu osu aksijalne simetrije, koja prolazi kroz centar
masa plocice (teziSte), to je centrifugalni moment masa ploCice za centralne ose jednak nuli, pa je za
odredjivanje devijacionog dela vektora momenta inercije mase za osu rotacije i pol u nepokretnom lezistu
dovoljno odrediti polozajni deo, koji je jednak proivodu mase plocice i koordinata njenog tezista u odnosu na
taj sistem koordinata. Na osnovu toga piSemo:

3
JAuv = JCuv +MyCuC :EMaZ

Vektor momenta inercije mase ploCice za osu rotacije i pol u nepokretnom lezistu 4 je sada:

P =3i+D,V= %Mazﬁ + %Mazv =3+
Devijacioni deo vektora momenta inercije mase za pol u neporetnom lezistu vratila 1 osu rotacje je:

B0 %Ws

Prema teoriji uz koris¢enje vektora momenata inercije masa plo¢ice dobili smo (vidi predavanja) da
su kineticki pritisci na lezi$ta vratila usled rotacije plocice ugaonom brzinom @ iugaonim ubrzanjem @ su:

= = l =~ (ii ™ 1 =~ (i )| .
Fy==F4e) = —‘@2 ) RR, = —‘@g ) Ry @&’ + o'
) T'yp
Fisoieny = ‘@S;) RR, = ‘@f) Ry, &’ + o

dok je devijacioni spreg para devijacionih komponenata kinetickih pritisaka na leziSta vratia , usled
inercionih svojstava plo€ice u odnosu na osu rotacije intenziteta

M, =BV =[N’ + o'
Kako je zadato da se vratilo 1 plocica obréu jednoliko ubrzano pocetnom ugaonom brzinom @, 1
ugaonim ubrzawem &, , to nije teSko dobiti kineticke pritiske 1 devijacioni spreg koji dejstvuju na leZista

vratila plocice. Za posmatrani slucaj kinetike rotacije ploCice jednako ubrzano, kineticki pritisci na leziSta
vratila su:

_ - 3
Fy==F ) = ZMa\/g(? + (‘9ot + a)0)49i01

_ 3 . Z
Fysoaoy = EMa\/So + (‘90t + a’o) R,
dok je devijacioni spreg intenziteta

m, = %Maz\/gg + (gt + @, )

Uslov da je materijalni sistem, koji se sastoji od prethodno definisane plocice 1 dve dodate materijalne
tacke na lakim krutim prepistima je, da je centar masa plocCice na osi rotacije, i da je osa rotacije glavna osa
inercije za pol u nepokretnom lezistu, odnosno da je centrifugalni devijacioni deo vektora momenta inercije
mase materijalnog tela za osu rotacije i pol u nepokretnom lezistu kolinearan sa osom, odnosno fa je
devijacioni deo jednak nuli.



Na osnovu ovoga piSemo tri uslova od kojih se dva svode na isti uslov za slucaj da je ceo sistem u
jednoj ravni, uklucujuci 1 osu rotacije.

2
D m.y,
Yo ="—=0
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Za na$ konkretni zadatak dobijamo sledeca dva uslova:
4ml =2Ma

32ml* = 63Ma*

Na osnovu tih uslova dobijamo da je uslov uravnotezenja posmatranog materijalnog objekta —
plococa sa pridodatim materijalnim tackama, da je

ngM
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Hanomena: muesien oco uenuma mpaje 4 cama. Jloseomeno je kopuwherse camo wmamnane aumepamype (yubenux u mabauye). Cmydenmu
KOju umajy 0010%4ceH yCMeHU 0e0 UCHUMA OVHCHU €y 0d MO 6UOHO O3HAYe HA KOPUYAMA NUCMEHO2 3a0amkKd, 3ajeOHO ca Opojem noeua, Kao u nooayuma o
UCHUMHOM POKY Y Kome cy cmekau mo npago. Taxohe, HAIIOMHHEbEMO Oa je cmydenm Koju uma 0010icen ycmenu 0eo ucnuma 00age3an 0a paou nucmeHu
0eo ucnuma u y UCHUMHOM POKY y Kome he nonazamu ycmenu 0eo ucnuma u 0a ce mpyou 0a ucmu wmo 60/me ypaou.

ITucmenu neo ucnura je enuMuHaTtopad. CTyIeHT oCTBapyje paBo HA MOJArame YCMEHOT [efa HCIUTa U MO3UTUBHY OLEHY IHMCMEHOT [efa HCINUTa
aKo ocTBapH HajMame 18 moeHa of ykymHo 30 moeHa (TpH 3afaTka IO JeceT MOeHa) MM aKo Ta4HO PellM U ypaJu HajMame JBa Iea UCIHTHA 3a1aTka. CTyneHT
KOjU OCTBAPH IIPABO «VCI06HO NO36AH HA YCMEHU 0e0 UChUmay Kao 00Kanugukayujy 3a oCTBapekhe IpaBa Ha YCMEHH JIe0 UCIIHTA PajHl jelaH TEOPUjCKHU 3a1aTak
y Tpajamy O] jeHOTr 4aca u 06e3 kopuiihemwa auTeparype.

Pesyntat mucMeHor Aena ucnura 6uhe CAaolIITEHH y MHICMEHOM OONMKY Ha OITacHOj Tabnu ¢akynrera 1o 12 yacoBa. jegaH JaH IO OJPXKaHOM
IIHCMEHOM JIelly HCIIUTA, aKO JIe)KYPHU aCHCTCHT WM HACTABHUK He CaomUTH apyraunje. CTyAeHTH KOjH jelle 1a 100ujy o0jallbene y BE3U ca OLIEHOM ITHCMEHOT
Jea UCIIHTA WM Ja IIOHOBO BHAE CBOj MMCMEHH pajl, HOTpeOHO je ma ce obOpaTe MpeAMETHOM HACTABHUKY, HIM aCHCTEHTY y BpeMe PeJOBHUX KOHCYITaluja ca
crynenTuMa. To mpaBo Tpeba HCKOPHATUTH IO TEPMUHA OJp)KaBamba yCMEHOT [ela UCHHTAa. AKO CTyJEHT HHUje HCKOPHCTUO TO IIPaBO IO IIOYETKAa YCMEHOT Jela
ucnuTa cMmarpahe ce HHje XTeo Ja KOPHATH TO TpaBo. TepMHUHM KOHCYJITalWja HacTaBHUKa cy: monenesbak 10-12 h, u merak 10-12 h y xabunery 221.
Koncynrauuje acucrenra cy y kabunery 307: monenesskom 10-12 h, cpemom 10-12 h.

TepMmuH 3a monarame yCMEHOT Jela HCIHNTAa [0 MpPaBUITy NPBU MOHEAE/bAK IOCIe IIMCMEHOr JeNla HCIHTa, a ca modetkoM y 8,00 gacoBa, ako
CTYJIGHTU He M3pa3e JIpyrauuju 3aXTeB U JOTOBOpE Ce ca NMPeIMETHHM HacTaBHHKOM. Ha ycMeHOM Neiy McHHTa HUje JO3BOJbEHO KOpHIIheme JInTepaTtype HUTH
npubesexaka. 3a yCHelHujy npunpemy ucnuta u3 Mexanuke 111 — JluHaMuke MMOXKEJBHO je 1a Cy CTYICHTH HOJIOKUIH HCIIUTE U3 MPETXOJHE TOJHHE.

PesynTate mucMeHOr jpena HCHHTA, TEKCTOBE MCIIUTHHX 3aJaTaka W OINICAHE IpPUMEpe PEelIeHHX HCIUTHHX 3ajaTaka M3 IPEeTXOAHHX HCIUTHHX
pokoBa, cryaeHtu mory Hahu Ha WEB mnpesentanuju npeamera Mexanuka III — Jlunamuka, a Ha aapecu www.masfak.ni.ac.yu Wi WHTEpHET CTpaHHIU
http:/www.hm.co.yu/mehanika.



