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Siastem ima jedan stepen slobode oscilovawa. Za  
generalisanu koordinatu usvajamo ugao ϕ  otklona 
{tapa AD od vertikalnog pravca, kako je to 
nazna~eno na slici br. 1. 
 Zadatkom je zadato da je visina jednakostrani~nog 
trougla l  te sledi da je stranica jednakostrani~nog 

trougla ;
3

32l
=a  sa slike se vidi da je sabijawe 

opruge: ϕ⋅=∆ l2x , gde je ugaoni otklon {tapa AD 
jednak ϕ, meren od vertikale, izabran za 
generalisanu koordinatu.  
Promena potencijalne energije sistema pri 
izvo|ewu sistema iz polo`aja ravnote`e otklonom 
{tapa AD za ugao ϕ,   je:  
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U prethodnom izrazu za promenu potencijalne energije su:  
( ) 26cos1129 ϕϕ mglmglmghE Tp −=−==∆ , 

promena potencijalne energije trougaone plo~ice, koja je negativna, jer se vr{i pozitivan rad 

Tmgh9+  spu{tawem centra mase plo~ice za visinu Th  ; 

              222 42
2
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ϕclxcE pc =∆= ,  

promena potencijalne energije opruge, jednaka deformacionom radu koji je izvr{en na sabijawu 
opruge za  ϕ⋅=∆ lx 2 ; 
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ϕϕ mglmglmghE mpm =−== ,  

promena potencijalne energije materijalne ta~ke mase m  u ta~ki C  koja se podi`e za 1mh ; 

            ( ) 22cos122
22

ϕϕ mgllmgmghE mpm =−== ,  

promena  potencijalne  energije materijalne ta~ke mase 2 m  u ta~ki D  koja se podi`e za 2mh . 
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33 ϕϕ mgllmgmghE sps =−== ,  

promena potencijalne energije {tapa mase 3m koja je pozitivna, jer se vr{i negativan rad 

Tmgh3−  podizawem centra mase {tapa hs; 
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U polo`aju  ravnote`e sisitema,  potencijalna energija ima ekstrmnu vrednost pa je prvi 

izvod pE  po generalisanoj koordinati jednak nuli : ( ) 01116
2
1 =−=

∂
∂

mgcll
E p ϕ
ϕ

 odakle sledi da je 

za 0=ϕ , polo`aj ravnote`e sistema, dok je kriti~na veza parametara sisitema jednaka: mgcl
16
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= . 

Uslov da polo`aj ravnote`e 0=ϕ  bude stabilan je da potencijalna energija pE  u 

polo`aju ravnote`e bude u minimumu, pa je potrebno da je drugi izvod po generalisanoj 
koordinati bude pozitivan, odakle sledi da je uslov stabilnosti dat slede}om vezom parametara 
sistema:  
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Kineti~ka energija sistema je: kskmkmkk EEEEE +++= ∆ 21
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kineti~ka energija trougaone plo~ice, gde je JVT aksijalni moment inercije mase plo~ice za osu 
obrtawa kroz ta~ku V, dok je JT  aksijalni moment inercije trougaone plo~ice za paralelnu 
te`i{nu osu: 

 

( ) ,
96

3
2

3
3

9

,179
3
43

2
4

2

2
2

22

ml
a

l
m

II
A
M

IJ

mlmlmlmBTJJ

TT

TBT

==+==

=




+=+=

ηξρ

  

•

== 222
11 2

1
2
1

ϕmlmE vmkm

, 
kineti~ka energija materijalne ta~ke mase m u ta~ki C  ,  
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kineti~ka  energija materijalne ta~ke mase 2 m u ta~ki D . 
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1 222 ϕϕ mlJE Sks  kineti~ka energija {tapa, gde je JS aksijalni moment inercije mase 

{tapa tapa za osu obrtawa kroz V: 
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Drugi na~in: 
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ϕBk JE ,  

gde je:        ( ) ,2922 222 mlJlmmlJJ SBTB =+++=   aksijalni moment inercije mase sistema za osu 
obrtawa kroz ta~ku  V. 

Lagrang-eova jedna~ina druge vrste za generalisanu koordinatu ϕ je: 
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mgcllml ϕϕ     odnosno sledi da je:      02 =+
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Odavde je kvadrat kru`ne frekvencije malih oscilacija  oko polo`aja stabilne 
ravnote`e:   
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22 . zadatak. zadatak  
 
 

Na slici br. 2 su obele`ene slede}e koordinate θ , ϕ  i x , pomo}u kojih odre|ujemo 
polo`aje pojedinih elemenata sistema i konfiguraciju sistema u prikazanom na slici polo`aju 
ravnote`e, u kome su su sve te koordinate jednake nuli i u proizvoqnom polo`aju kada se sistem 
izveden iz polo`aja ravnote`e. Kako postoji veza izme|u tih koordinata dve su od wih 
nezavisne, te sistem ima dva stepena slobode kretawa i oscilovawa u op{tem slu~aju. Za 

generalisane kordinate mo`emo izabrati dve, pa }emo se opredeliti za koordinatu θ  i 

koordinatu  x  ili wihove umno{ke nekim skalarom, koji }emo izabrati da bi pojednostavili 
ra~un. O tome }emo odlu~iti “u hodu“ pri izradi zadatka, ako to nije tekstom zadatka dato kao 
preporuka.  

Sada pre|imo na analizu veza koordinata sistema i izabranih generalisanih koordinata. 
Prvo pre|imo na odre|ivawe brzine balansera B: 
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Balanser izvodi prenosno i relativno kretawe pa je wegova brzina: 
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^etvrti ~lan  prethodnog izraza zanemarujemo kao malu veli~inu vi{eg (tre}eg ) reda 

0223 ≈−≈
•

θε x u odnosu na ostale ~lanove i posle razvijawa funkcija θ4sin   n  θ4cos  u Taylor-
ov red i zanemarivawa  kvadratnog i ostalih ~lanova  kao malih veli~ina vi{eg reda  

14cos,44sin ≈≈ θθθ  sledi da mo`emo napisati da je: 
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       Kineti~ka energija sistema: 
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 Sistem ima dva stepena slobode kretawa, 
kao {to smo u po~etku naglasili. 
 
I. Za generalisane koordinate sistema 

mo`emo da izaberimo: umno`ak θR3 ugla 
θ  i koordinatu x translacije 
balansera. 
       U tom slu~aju matrica inercijskih 
koeficijenata je: 
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II. Za generalisane koordinate sistema 

mo`emo da izaberimo: umno`ak θR ugla 
θ  i koordinatu x translacije 
balansera. 
       U tom slu~aju matrica inercijskih 
koeficijenata je: 
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II. Za generalisane koordinate sistema mo`emo da izaberimo:  ugao θ  i koordinatu x translacije balansera: 
       U tom slu~aju matrica inercijskih koeficijenata je: 
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Iz ovih, prethodno izvedenih izraza za matricu inercijskih koeficijenata za sva tri slu~aja, 
vidimo da je najboqe izabrati za generalisane koordinate pomo}u kojih }emo daqe re{avati 
zadatak slede}e: umno`ak θR3 ugla θ  i koordinatu x translacije balansera, jer su elementi u matrici 
inercionih koefcijenata bezdimenzioni skalari umno`eni masom.  

 
Za sastavqawe izraza za kineti~ku energiju koristili smo izraze za kineti~ke energije 

pojedinih delova sistema, me|u kojima su: 
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Promena potencijalne energije sistema pri poreme}aju-izlasku iz ravnote`nog polo`aja 
sistema je:  
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I. Ako za generalisane koordinate sistema izaberimo: umno`ak θR3 ugla θ  i koordinatu 
x translacije balansera, matrica kvazielasti~nih koeficijenata je: 
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II. Ako za generalisane koordinate sistema izaberimo: umno`ak θR ugla θ  i koordinatu x translacije 
balansera, matrica kvazielasti~nih koeficijenata je: 
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III. Ako za generalisane koordinate sistema izaberimo: ugao θ  i koordinatu x translacije balansera, 
matrica kvazielasti~nih koeficijenata je: 
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Iz ovih prethodno izabranih izraza za matricu kvazielasti~nihh koeficijenata za sva tri 
slu~aja, vidimo da je najboqe izabrati za generalisane koordinate, pomo}u kojih }emo daqe 
re{avati zadatak slede}e: umno`ak θR3 ugla θ  i koordinatu x translacije balansera, jer su elementi u 
matrici kvazielasti~nih koefcijenata bezdimenzioni skalari umno`eni jednim ekvivalentnim 

koeficijentom (kvazi)elasti~nosti R
mg
3 .  

Za sastavqawe izraza za promenu potencijalne energije pri izvo|ewu sistema iz 
ravnote`nog polo`aja, koristili smo izraze za promene pri tome potencijalne energije 
pojedinih delova sistema, me|u kojima su: 

( ) 2
1 2

3
cos13 θθ MgRRMgMghE pA =−== ,  

promena potencijalne energije sfere A usled podizawa wenog centra masa; 
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21 ,  

promena potencijalne energije balansera B usled podizawa wegovog centra masa;      

             2

2
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2 cxE pc = ,  

promena potencijalne energije opruga pri wihovom deformisawu, skra}ewu, odnosno izdu`ewu. 
 Da bi prikazani, na slici br. 2, polo`aj ravnote`e bio stabilan matrica kvazielasti~nih 
koeficijenata treba da bude pozitivno definitna, odnosno da je forma potencijalne energije 
pozitivno definitna, a to zna~i da determinatna te matrice treba da bude pozitivna kao i wen 
minor, i iz tog uslova sledi: 
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odnosno 

 0fs+µ  i ossss pf κµκκµ 223096)( 22 −−⇒−+ , gde je 
mg
cR=κ . 

Pa odatle sledi da su matemati~ki dobijene granice parametra s  na kojima sistem gubi ili 
sti~e stabilnost promenom parametra s  :  
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S  obzirom da s  ne mo`e po prirodi da bude negativno to sledi da je uslov stabilnosti 
nazna~enog na slici br. 2 polo`aja i konfiguracije sitema stabilan ako je taj parametar u 
granicama  

 3
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2 κµκκ ++
<< s  

Lagrange-eove jedna~ine druge vrste za generalisane koordinate θR3  i x , u matri~nom 
obliku su: 
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pa iz sisitema Lagrange-ovih jedna~ina dobijamo sisitem homogenih algebarskih jedna~ina, ~iji 
je matri~ni oblik po nepoznatim amplitudama A1 i  A2: 
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Odavde  se dobija frekfentna jedna~ina iz uslova da je determinanta sistema homogenih 
algebarskih jedna~ina jednaka nuli: 
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odnosno u razvijenom obliku:  
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Da bi frekventna jedna~ina imala samo jedan koren potrebno je da je: 
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odakle sledi da su koreni te jedna~ine: 
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Vidimo da je dobijena samo jedna vrednost parametra s  i to sa pozitivnim znakom +, i to:  
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i da je na granici vrednosti parametra s  kada sistem u nazna~enom polo`aju ravnote`e oko 
koga osciluje mewa karakter stabilnosti. Dobijena  vrednost tog parametra za koju sistem ima 
samo jednu kru`nu frekvenciju, iako ima dva stepena slobode kretawa je na grani~noj vrednosti  
parametra s  na kojoj sistem gubi ili sti~e stabilnost promenom parametra s . 
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U tom slu~aju karakteristi~ni brojevi su tada: jedan jednak nuli, a drugi razli~it od nule: 
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Za odre|enu vrednost parametra 3
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dok je sopstvena kru`na frekvencija razli~ita od nule tada: 

( )
( ) ( )



















+











+

+
+

+

+−+
== 163

1
~

3

7

1
~

3

1
~

9253

33 2
0

2
0

2
0

2
2
2 κ

µ
µ
κµ

κ
µ
κ

ω
ii

i

R
g

u
R
g

 

ili 

























+





















+







+

+







+







+−+

== 163

13

7

13

19253

33
2

2
0

2

2
0

2

2
0

2
2
2 κ

µ
µ
κµ

κ
µ
κ

ω

R
i

R
i

R
i

R
gu

R
g

 

 
Posle uvo|ewa zadatih, tekstom zadatka numeri~kih vrednosti za odnose parametara 

sistema  
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sastavqamo karakteristi~nu determinantu sistema: 
( ) 02 =−= AC 2ωωf

 
 

0
360)3(

)3()7()5(3 2

=
−+−
+−+−+

=





=

usus
ussus

g
Ruf ω

 

 
koja predstavqa frekventnu jedna~inu i u razvijenom obliku je polinom drugog stepena po 

karakteristi~nom  - sopstvenom broju 
g

Ru
23 ω= :  

093601800)25203657(7 222 =−++++− ssssusu ,  
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odakle da bi jedno re{ewe (koren) bilo nula sledi da slobodan ~lan ove kvadratne jedna~ine po 

u  mora biti jednak nuli: 093601800 2 =−+ ss .  Odakle )62(10 m=s . Po{to je s  pozitivan broj to 
dolazi u obzir samo re{enje sa znakom  +.Tra`ena vrednost parametra s  je 61020 +=s .  Sada 

odre|ujemo vrednost karakteristi~nog sopstvenog broja 
g

Ru
23 ω= , koji je razli~it od nule je: 

 7

6196253
2

+
=u   

 I na kraju, za zadate parametre sisitema ,5,
5

2
,60 202

0 ======
m
M

R
M
J

i
mg
cR

µκ i odre|enu 

vrednost parametra s  je 61020 +=s , tako da sistem koji ima dva stepena slobode kretawa , ima 
jednu sopstvenu kru`nu frekvenciju oscilovawa odre|ujemo istu: 

( )6196253
213 2

2
2 +==

R
g

u
R
g

ω . 

Napomena: Ako student uradi samo za posebne brojeve ovaj zadatak dobija maksimalan broj poena 
10(deset). Zadat je ura|en {ire nego {to se tesktom ispitnog zxadatka tra`i kao ogledni primer 
za studirawe. 
  
Napomeana 2. 
 Promena potencijalne energije sistema pri izvo|ewu sistema iz nazna~ene konfiguracije 
ravnote`e je: 

( )( ) 23sincos13 cxsmgxsmgR +−−+= ϕϕµpE  
Sistem sem prikazanog na slici br. 2  polo`aja ravnote`e ima i duge polo`aje ravnote`e 

koji se odre|uju iz uslova da je prvi izvod potencijalne energije po generalisanim koordinatama 
jednak nuli, odakle se dobijaju slede}e jedna~ine: 

nn R
s

x θ
κ

3sin
2

=  

06sinsin4
2

=−+
nns

s
θθ

µ
κ   odnosno 0cos6cos32cos32 35 =−+− pnnn θθθ  gde je uvedena 

oznaka 2
4

s
s

p
+

=
µ

κ  i ,...4,3,2,1=n  Vidimo da se radi o nelinearnom sistemu sa dva stepena slobode 

kretawa i kao takav ima ve}i broj polo`aja(i konfiguracija)  ravnote`e, koji mogu biti 
stabilni ili nestabilni zavisno od definitnostri forme potencijalne energije u okolini 
odgovaraju}eg polo`aja. Zato je potrebno za svaki od tih polo`aja ravnote`e posebno ispitati 
stabilnost i samo u okolini stabilnih polo`aja ravnote`e su mogu}e male socilacije i 
dozvoqene su aproksimacije izraza za potencijalnu energiju , kao {to smo uradili za prethodno 
izu~eni slu~aj malih oscilacija.  
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3.zadatak3.zadatak  
    
  
  
  
  
  
  
  
  
        S l i k a  b r .  3  S l i k a  b r .  3   

Kako je na slobodnom kraju lakog elasti~nog konzolnog 
nosa~a pri~vr{}eno plo~asto telo kona~nih dimenzija i 
kako ne mo`emo zanemariti wegov aksijalni moment 
inercije mase i uticaj na rotaciju, to se mora uzeti u 
ra~unicu i uticaj inercije obrtawa tog plo~astog tela, pa 
zakqu~ujemo da sistem na slici br. 3, ima 3 stepena 
slobode ravanskog kretawa, dve translacije i jednu 
rotaciju. Zato usvajamo tri generalisane koordinate i to 

dva pomerawa i jednu rotaciju u ravni nosa~a: x,y i l ϕ.   

            
Da bi smo sastavili diferencijalne jedna~ine oscilovawa tog tela, u obliku ravne plo~e, 

na lakom konzolnom nosa~u potrebno je da izra~unamo ta pomerawa i obrtawe; horizontalno x i 
vertikalno y i ugao ϕ obrtawa kao rezultuje}e dinami~ke deformacije nosa~a usled dejstva 
sila inercije (-M x&& ) i (-M y&& ) i sprega momenta (-Jϕ&& ), a posredstvom uticajnih koeficijenata 
pomerawa u horizontalnom ili vertikalnom pravcu kraja nosa~a, kao i obrtawa tangente na 
elasti~nu liniju konzolnog nosa~a u preseku na slobodnom kraju usled dejstva vertikalne 
odnosno horizontalne sile ili sprega. 

S obzirom da je nosa~ stati~ki odre|en i relativno jednostavan koristi}emo metodu 
deformacionog rada i direktnog integraqewa za dobijawe potrebnih uticajnih koeficijenata 
odnosno koristimo Maxwell-Mohr-ove obrasce. U tabeli je prikazan konzolni nosa~ u tri 
varijante optere}ewa: vertikalnom jedini~nom silom Y=1; horizontalnom jedini~nom silom X=1 
i jedini~nim spregom M=1 sa nazna~enim koordinatama i presecima, dati su tako|e i momenti 
savijawa za nazna~ene slu~ajeve optere}ewa i odgovaraju}e delove rspona konzolnog nosa~a. 

  
        

Presek  Presek  I, 
0<z<l,2B  

dz lM x
I −==1   ( )lzM Y

I 21 +−==   11 −==F
IM

  

Presek Presek II, 
0<z<l,B  

dz lM x
II −==1   ( )lzM Y

II +−==1  11 −==F
IIM

  

PresekIII, 
0<ϕ<π/2,B 

ldϕ ϕsin1 lM x
III −==  ( )ϕcos11 −−== lM Y

III  11 −==F
IIIM

 

Pomo}u ovih izraza i Maxwell-Mohr-ovih obrazaca sra~unavamo potrebne uticajne 
koeficijente: 

HH
11α -uticajni koeficijent pomerawa u horizontalnom pravcu preseka na slobodnom kraju 

konzolnog nosa~a usled dejstva horizontalne  jedini~ne sile X=1 u preseku 1 

( )∫ ∫ ∫∫ ++=−+=++=
ll

HH llldlldldzldzl
0

2/

0

2/

0

33333
2

3
2

0

2
11 42

2cos1
22

sin
1

2

1 π π πϕϕϕϕα
BBBBBBBB

 

( ) ( )ππα +=+= 66
4

3

11 plHH

B  
HV
11α - uticajni koeficijent pomerawa u horizontaknom pravcu preseka na slobodnom kraju 

konzolnog nosa~a usled dejstva vertikalne jedini~ne sile Y=1 u preseku 1, koji je jednak 

z z

III 

2B 
B 

1 I II ϕ 
X=1 Y=1 

z z

III 

2B 
B 

1I II  

z z III 

1I II 2B 
B 

ϕ 

M=1
1 

x 

y 

l

2B B 
B 

A B C 

T
9m ϕ 

(-M x&& ) 

(-M y&& ) 

(-Jϕ&& ) 

l l

l
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uticajnom koeficijentu pomerawa u vertikalnom prevcu preseka slobodnog kraja konzolnog 
nosa~a usled dejstva horizontalne  jedini~ne sile X=1 u preseku 1,  VH

11α , pa je:  

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ =++=−++++==
ll

VHHV llll
d

l
dzlz

l
dzlz

l

0

2/

0

33333

0
1111 4

13

22

3

4

5
sincos12

2

π

ϕϕϕαα
BBBBBBB

 

pVHHV 131111 == αα  
VV
11α - uticajni koeficijent pomerawa u vertikalnom pravcu slobodnog kraja konzolnog 

nosa~a usled dejstva vertikalne jedini~ne sile Y=1 u preseku 1 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ 






 ++






 ++






 +=−++++=
ll

VV llldldzlzdzlz
0

2/

0

333
2

3
2

0

2
11 4

3
22

3

1
6

3

1

2
cos1

1
2

2

1 π πϕϕα
BBBBBB

 

( ) ( )ππα 314314
4

3

11 +=+= p
lVV

B  
V
11ν - uticajni koeficijent obrtawa preseka (ili tangente na elasti~nu liniju u tom 

preseku) slobodnog kraja konzolnog nosa~a usled dejstva vertikalne jedini~ne sile Y=1 u preseku 
1 i jednak je V

11δ uticajnom koeficijentu pomerawa u vertikalnom pravcu slobodnog kraja 

konzolnog nosa~a usled dejstva sprega jedini~nog momenta M=1 u preseku 1. 

∫∫∫∫∑ +=−++++=== ==
lll

YVV ldldzlzdzlzdzzMzM
0

22

00

11
1111 )27(

4
)cos1()(

1
)2(

2
1

)()(
1

πϕϕδν
BBBBB

M

 )27(1111 πδν +==
l
pVV  

M
11γ - uticajni koeficijent obrtawa preseka (ili tangente na elasti~nu liniju u tom 

preseku) slobodnog kraja konzolnog nosa~a usled dejstva sprega jedini~nog momenta M=1 u 
preseku 1. 

[ ] ∫∫∫∫∑ +=−++−== =
lll ldldzdzdzzM
0

2

00

221
11 )3(

2
)1(

1
)1(

2
1

)(
1

πϕγ
BBBBB

MM  

)3(
2

211 πγ +=
l
pM

 
H
11ν - uticajni koeficijent obrtawa preseka (ili tangente na elasti~nu liniju u tom preseku) 

slobodnog kraja konzolnog nosa~a usled dejstva horizontalne jedini~ne sile X=1 u preseku 1 i 
jednak je H

11δ  uticajnom koeficijentu pomerawa u horizontalnom pravcu slobodnog kraja 

konzolnog nosa~a usled dejstva sprega jedini~nog momenta M=1 u preseku 1. 

∫∫∫∫∑ =++=== ==
lll

XHH ldlldzldzdzzMzM
0

22

00

11
1111 2

5
sin

1
2
1

)()(
1

BBBBB
M ϕϕδν  

l
pHH 10

1111 == δν . 

 Sada mo`emo za potrebne uticajne koeficijente pomerawa i obrtawa preseka na kraju konzole od 
vertikalnih i horizontalnih sila i spregova  da napi{emo (uzimaju}i da je 3≈π ) slede}e: 

( ) ppHH 9611 ≈+= πα ;  pVHHV 131111 == αα ;  ( ) ppVV 2331411 ≈+= πα ; 

l

p
l
pVV 13)27(1111 ≈+== πδν  

l
pHH 10

1111 == δν ;  2211 12)3(
2

l

p
l
p

≈+= πγ M  

Sistem diferencijalnih jedna~ina oscilovawa je: 

 ( ) ( ) ( )ϕδαα &&&&&& JyMxMx HHVHH −+−+−= 111111  

    ( ) ( ) ( )ϕδαα &&&&&& JyMxMy VVVHV −+−+−= 111111  

    ( ) ( ) ( )ϕγννϕ &&&&&& JyMxM VVH −+−+−= 111111 ; 
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i za izra~unate vrednosti uticajnih koeficijenata uzimaju slede}i oblik: 
( )( ) ( ) )(1091396 ϕπ &&&&&& mlpympxmpx −+−+−+=  

    ( ) ( )( ) ))(27(9314913 ϕππ &&&&&& mlpympxmpy −++−++−=  
    ( ) ( )( ) ))(3(927910 ϕππϕ &&&&&& mlpympxmpl −++−++−= ; 
  Pretpostavimo re{ewa: 

);cos(

);cos(

2

1

αω
αω

+=
+=

tAy
tAx

 

)cos(3 αωϕ += tAl  
Uno{ewem predpostavqenih re{ewa i wihovih izvoda po vremenu u sistem 

diferencijalnih jedna~ina, deqewem tog sistema sa cos(ωt+α) i uzimaju}i u obzir pribli`nu 
vrednost  π=3, kao i da smo uveli oznaku u=pmω2 taj sistem diferencijalnih jedna~ina kretawa se 
svodi na sistem homogenih algebarskih jedna~ina po nepoznatim amplitudama oscilovawa 
oblika: 

                010117)811( 321 =−−− uAuAAu  

               013)2071(117 321 =−−−− uAAuuA  

               0)121(11790 321 =−−−− AuuAuA ; 
Iz uslova da taj sistem homogenih algebarskih jedna~ina ima re{ewa razli~ita od 

trivijalnih, {to povla~i za sobom uslov da je potrebno da determinanta tog sistema bude jednaka 
nuli, dobija se frekventna jedna~ina malih oscilacija plo~ice na slobodnom kraju lakog 
elasti~nog konzolnog nosa~a, a u ravni nosa~a: 

0

12111790

132071117

10117811

)( 2 =
−−−
−+−
−−−

==
uuu
uuu
uuu

pmuf ω  

[to se zadatkom i tra`ilo. 
 
  
Zadatak 4.Zadatak 4.   

 
 

G, r, m, d

wA F

L/2L/2

z

w0

BA

F

L/2L/2

F

z

                            
                  S l i k a  b r .  4                  S l i k a  b r .  4   

              Najve}e uzdu`no pomerawe koje je ostvareno pod 
dejstvom sile u stawu stati~ke ravnote`e vratila pod 

dejstvom uzdu`ne sile F  na sredini vratila je: 

EA
lw

4
F

0 = i u preseku na sredini du`ine vratila-{tapa.  

Do ove vrednosti smo do{li razdvajawem obostrano-
ukle{tenog {tapa-vratila na dva konzolno ukle{tena 
vratila raspona po 2/l , pri ~emu je jedna konzola 
optere}ena aksijalnom silom  2/F  na istezanje a druga na 
pritisak silom istog intenziteta, a pri tome na osnovu 
uslova kompatibilnosti pomerawa wihova uzdu`na  
pomerawa  slobodnih krajeva treba da budu ista. 

 
Zakon promene uzdu`nog pomerawa za ovako obostrano ukle{ten vratilo-{tap prikazan je 

na slici br. 4, a oblika je: 










≤≤−−

≤≤
===

lzlzl
l

w

lzz
l

w

zfozww

2
);(2

2
0;2

)(),(
0

0

0  
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Parcijalna diferencijalna jedna~ina longitudunalnih oscilacija homogenog {tapa je: 
( ) ( )

ρ
E

c
z

tzw
c

t
tzw

=
∂

∂
=

∂
∂ 2

2

2
2

2

2

,
,,

,     (1) 

gde je ( )tzw ,  uzdu`no pomerawe du` ose z  {tapa. Re{ewe prethodne parcijalne diferencijalne 
jedna~ine uzdu`nih(longitudinalnih) oscilacija vratila-{tapa predpostavqamo u obliku: 

w(z,t)= ∑
∞=

=

n

n 1

sin(
l

nπ
z)[Ancosωnt+Bnsinωnt] ,   u kome je 

( )
ρ
µπ

ρ
πω GnEn

n
+== 12

ll
 

gde je )sin()( z
l

nzZn
π=  sopstvena, ortogonalna funkcija za obostrano ukle{ten {tap. Po~etni 

uslovi su zadati u obliku: 

t
w

∂
∂ (z,0)=ω0w0sin

l
zπ3

cos3(
l
zπ3

) ;   ω0=
l
π

ρ
E

 ; 
( )

ρ
µπ

ρ
πω GE +== 12

0
ll

   gde je  ( )µ+
=

12
E

G  










≤≤−−

≤≤
===

lzlzl
l

w

lzz
l

w

zfozww

2
);(2

2
0;2

)(),(
0

0

0  

Za t=0 sledi:  

w(z,0)= Σ
∞

=1n
Ansin

l
nπ

z=f(z) 

.

w (z,0)=Σ
∞

=1n
ωnBnsin

l
nπ

z=ω0w0sin(
l
zπ3

)cos3(
l
zπ3

) , pa je: 

An=
∫

∫
l

l

zdz
l

n

zdz
l

nzf

0

2

0

sin

sin)(

π

π

=
l
2 [ zdz

l
nz

l
w

l

π
sin

22

0

0∫ - zdz
l

n
zl

l
wl

l

π
sin)(

2

2

0 −∫ ]=
2

sin
8

22

0 π
π

n
n

w
 ,  

pa sledi da je: 

     A2n=0   i    A2n-1= 22
0

1

)12(

)1(8

π−
− +

n
wn

. 

 ( Napomena: Za sra~unavawe prethodnih integrala vidi Teorija oscilacija D. Ra{kovi}, 
strana 337, primer transverzalne oscilacije `ice kao matemati~ki analogan zadatak.)  

Zakon po~etne ugaone brzine, trigonometrijskim identitetima, transformi{imo na 
slede}i na~in: 

sin(
l
zπ3

)cos3(
l
zπ3

)=sin
l
zπ3

cos
l
zπ3

(1-sin2

l
zπ3

)=sin
l
zπ3

cos
l
zπ3

-sin3

l
zπ3

cos
l
zπ3

= 

2
1

sin
l
zπ6

-
4
3

sin
l
zπ3

cos
l
zπ3

+
4
1

sin
l
zπ3

cos
l
zπ3 ⇒  

2
1

sin
l
zπ6

-
8
3

sin
l
zπ6

+
8
1

sin
l

zπ12
+

8
1

sin
l
zπ6

=
4
1

sin
l
zπ6

+
8
1

sin
l

zπ12
.  

Metodom jednakih koeficijenata sada mo`emo odraditi koeficijente Bn: 

l
znBn

n
n

π
ω sin

1
∑

∞

=

=ω0w0[
4
1

sin
l
znπ

+
8
1

sin
l

zπ12 ]=
8
1

0ω w0[2sin
l
zπ6

+sin
l

zπ12 ]⇒  

01206 12,6 ωωωω ==  
Vidimo da su svi koeficijenti  Vn    jednaki nuli osim: 

B6= 24
0w

 ;    B12= 96
0w

.  

Sada zakon oscilovawa ima oblik: 
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     w(z,t)= l32
π

ρ
E

EA
Fl [2

6

1
ω

sin
l
zπ6

sinω6t+
12

1
ω

sin
l

zπ12
sinω12t]+ 22

1

1 )12(

)1(2

π−
− +∞

=
∑

nEA
Fl n

n
cosω2n-1tsin z

l
n π)12( −

. 

Kona~no, zakon uzdu`nih (longitudinalnih) oscilacija za zadate po~etne uslove mo`emo 
napisati u obliku superpozicije vi{e sopstvenih harmonika (oblika) oscilovawa: 

ρ
ππ

πρ
ππ

ρ
ππ E

n
t

l
n

l
zn

nEA
FlEt

ll
zEt

ll
z

EA
Fltzw

n

∑
∞

=

−−
−

−
++=

+













1

)12(
sin

)12(
sin

)12(
)1(212sin12sin6sin6sin4

384
),( 2

1

2  

 
 


