Refewa zadataka iz ispitnog roka januara 2001

1.zadatak

Kako je zadato zadatkom da je visina
jednakostrani~nog trougla | to sledi da je stranica

213

jednakostrani~nog trougla a—T; sa slike se
vidi da je sabijanje opruge: Dx =1 , gde je ugaoni
otklon j meren od vertikale 1izabran za
generalisanu koordinatu. Sistem ima jedan stepen
slobode oscilovawa.

Potencijalna energija sistema je:
Ep :EpD +Epc+E +Epmz:

E,=-2mglj *+= cIJ +%mgljz+mgljz

b E, =%Ij 2(cl - mg)

Gde su: E, =3mgh, =4mgl (1- Cosj ): 2mglj *, potencijalna energija trougaone plo~ice
koja je negativna, jer se vr{i pozitivan rad +3mgh, spu{tanjem centra mase plo~ice;

1 - - . .
E.. ZECDXZ = I j 2, potencijalna energija opruge, jednaka defformacionom radu

koji je 1zvr{en na sabljawu opruge za Dx=I1% ;

= mgh,, =mgl(1- cosj )= %mglj 2 potencijalna energija mase m uta~ki C koja

se podi "ezah

ml’
_ _ - _ -2 - - - -
E,, =mgh, = ng(l- Cosj )— mglj , potencijalna energija mase m u ta~ki D koja
se podi "ezah_,
U polo "aju ravnote e sisitema, potencijalna energija ima ekstrmnu vrednost pa je

E
prvi izvod E  po generalisanoj koordinati jednak nuli : 1]”_" =1j (cI - mg):O odakle
J

sledi veza parametara sisitema:
c =mg.
Uslov da polo ™ aj ravnote ~ e bude stabilan je daE, bude u minimumu, pa je potrebno da je:
T°E
" > »~0b Ilc- mg)-0pP c>|m:
J

Kineti~ka energijasistemaje: E, =E, +E, +E, P E, :%ml j 2,

Gde su:
1 . 17

ZJBTJ EmI j kineti~ka energija trougaone plo~ice, gde je Jyt

aksijalni moment inrcjie mase plo~ice za osu obrtawa kroz V:

Ep =



J, =J +BT 3m-%m| +& 03m—%mlz,

e3 g
4
3 =r =M )= 2M a'V3_1 .
T AT Y 23T 96 3
3
Ekm:%mvzmlzémlzj > kineti~ka energijamase mu ta~ki C ,
Eka:%me2 2m4| j 2=2ml%j ? kineti~ka energijamase mu ta~ki D

Drugi na~in: E, :%JBj 2 gde je:

Jg =Jgr +mi2+m(2)° = %ml2
Aksijalni moment inercije mase sisterma za osu kroz V.
Lagr ang-eova jedna~ina druge vrste za general isanu koordinatuj je:

dEE T 32 _
&g W P =0p 3mIJ+IJ (ol - mg) =

j +wi =0

Odavde je kvadrat kru ne ¥rekvencije malih oscilacija oko polo aja stabilne
ravnote " e:

2. zadatak

Odre] ivanje brzine balansera B:

00, =3R, Vv, =Rj

vy, =3Rq

Balanser izvodi prenosno i relativno
kretawe pa je wegova brzina

ccccccc




VB =Vr +Vp
: - -01
V., =X Vp—V01+VB,

r

Vg, =x+V, cosf +q) = x+3Rqcos4q
Vg, =v,sn( +q)- v =3Rqsn 49 - 3Rxq
2

Vi =V§, Vg, :§+3chos4q— +§3Rds’n4q- 3$<ng

[se NN

2 2

=X +§§Rq9 +6Rq xCos4q - 9R? G X2 sin 4
9

~Netvrti  ~lan ove jedna~ine zanemarujemo kao malu veli~inu vi{eg reda
e »-x2q2 »0 1
posle razvijawa Funkcija sn4g n cos4q u Tayl or -ov red 1 zanemarivawa kvadratnog i

ostalih ~lanova kao malihveli~inavi{egred sndqg»4q, cos4q»1 sledi:
2

Vi » §(+ 3Rq? .
(%]

. . o - 1 @8mMR*>  2mRO
Kineti~kaenergijasistema: g, =, +E,; = 24mRq’+2nR xc+—mx” A:g R %m;
e o

Gdesu: E, = %M V01 1J01J —%M 9R*Qg* +%Jm9q2 Kkineti~kaenergijasfere A;

12 12 & 9
Es =E§mVZB EEmQX +6qu+9R2q -, kineti~ka energjia balansera B.
: ;
Promena potencijalne energije sistema pri poreme}aju-izlasku iz ravnote nog

polo " aja:
E =E_+E__+2E :gMgRq2+1n‘g(3Rq2-6xq)+cx2:
p PA pB N 3

.. - 0
:Equgg +2nl 2mgxq+cx? =6Rgg” - 2mgxq+cx® P C - g2maR ij
2 e 3 g - 2mg 2 g

Gde su: E_, =Mgh, = MgBR(l- cosq) :EMgRqZ, promena potencijalne energije sFere A,

2

Es (h1 h —mg[3R1 cosq xsnj]——mgg?»Rq -6xq promena

ooII\)
oo

potencijalne energije balansera B;
— 1 2 - - - -
E. = ZECX , promena potencijalne energije opruga pri deformisawu.

Lagr ange-eove jedna~ine druge vrste za generalisane koordinate q i1 X, u matri~nom
obliku su:



gl qu q=Acoswt +al  g=-wAg
Ai 'y+Cj y=0; Pretpostavimo re{ewe: ) ;
xp 'Xg x=Acofwt +a)  x=-WPAX
pa 1z sisitema Lagrange- ovih jedna~ina dobijamo sisitem homogenih algebarskih
jedna~ina ~iji je matri~ni oblik po nepoznatimamplitudama A, i A;:
1A
i

|- WA +C Az% =0. Odavde se dobija Frekventna jedna~ina iz uslova da je determinanta
|

sistema homogenih algebarskih jedna~ina jednaka nuli:
fw?)=|c- wA|=0

6Ry - 24W’R® - g- RW?

f(\/\f): 1 c T 0; Posle uvo]ewa zadatih odnosa ra~unamo vrednost
-g- RwW - SW =
3 m
determinante:
2 2 2 2 2 — N —_ g C — 1
R?(- 2w + 80 +k2 - 4kw?)- R2(k? + 2kw? +V\/‘)—O,k_—,—_gk,

- 82 + 7w =0 b w2 (w2 - 8k)=0

Koreni Frekventne jedna~ine su sopstvene kru~ ne Frekvencije sisitema koje iznose:

w2 =8k
2 7

Dakle, sistem ima dva stepena slobode kretawa , al i jedan stepen slobode oscilovawa, za
zadate parametre sistema.

DRUG T NAN™ I N: Ako se za general isane koordinate i1zaberu: Rg, x

3 2¢ |6- 72u -1-
co2mEe -l 2 @2 3 (& R [0-7A -1 o3y on)=0
R§-1 K g 3”%3 1y 30 g |-1-3u k-u
8 8
u, =0, u, :E; W2 =0; W2 :7_gR
3.zadatak
il s
I [
|2B@ I _
[[ES 'ZB@ I
Presek |, | dz M = |\/||Y:1:-(z+2|) MFt=-z
0<z<I1,2B
Presekll, | dz M = MI=1:-(Z+|) M= =0
0<z<I,B
Preseklll, Idj M m:l =-lsnj Ml\fl - |(1_ COS;j ) M |'T|:l -0
0<j <p/2,B




3pl2 3 |3 pl2 Fj3

R e e L e D I

ay =L'1—b(6+p) p(6+p)

oot = e e S o s <2 T

a) =a)y =13p

alf =5 dzra) dze Loz e o0 cos Foi =38 60 B0l B0

ayy =i—b(14+3p)= P14+ )

| 3

——OZd +0=— =
4b P

21° 8

a) :— z+2)dz+0="—-=—

) oZ( ) 3P

leerencual ne jedna~ine osci lovawa materijalne ta~ke:

X = a;*z“gae mx°+a§2V§e my—Qt

Hv &2 0 w e
y=a, g mX_+a22 my—
9 4]

X = p(6+p)g? m'){9+13p§ m'yg;
9 2
y :13p§ mx2+ p(14+3p§ m'yg;
2 2
pm(6+p) x+ x+13pmy =0

13pmx+ y + pm(14+3p)y = 0.
DiFferencijalne jedna~ine pri nudnih oscilovawa materijalne ta~ke:

HH &2 0 Hv & HV
X=a,, g mx2 +a228 my +a21 F, coswt

Hv &2 0 w &

y= a”g mx;azz% my? +a‘2’1VF COSW( ;

pm(6+p) X+ x+13pmy = pF, COSW.
13pmx+ y + pm{14+3p)y =§ pF, COSWL.
Pretpostavimo re{ewa:

x=C cosW; x =-WC x _ i 1 i i i i

) ,1 uvode}i oznaku h == pF,, slede sistemi homogenih algebarskih
y =C,cosW; y =-WC,y 3
jedna~ina po nepoznatimC, i1 C,:
- pmw2(6+p)lc, - 13pmw2C, =3h,



- 13pmWC, +[1- pm\/V"’(14+ao)]C2 =8h;
Determinanta ovog sisitema je:
1- (6+p)v - 13v
f(v= pmw?)= =D(v).
-13v 1- 14+ 3Pp)v
Determinanta sistema treba da je razli~ita od nule da ne bi do{lo do rezonancije
D(v)* 0.

y=0pP C, =0,
Da ne bi bilo oscilovawa u vertikalnm pravcu: De,
C, = P D.,=0;
D
De =| (G+ps 30 =h [8- 8v(e+p)+39v]=0p h[8- v(9+8p)|=0p
- 13v 8h
vV, = 8 p
9+8p
W2 :L
* " pm(9+8p)

Kada sistem prinudno osciluje ugaonom Frekvencom W, tada je on za materijalnu ta~ku

dinami~ki apsorber za vertikalni pravac.
U horizontalnom pravcu sisitem ne mo " e da se pona{a kao dinami~ki apsorber jer ni za
jednu Frekvenciju amplituda C; nemo e biti nula.

4.zadatak

Parcijalnadiferencijalna jedna~ina torzijskih oscilacija homogenog vratila je:

2 2
Talat). o Fdlzt) . - [©, ®

qt? 1z r

gde je g(z t) ugao obrtawa popre~nih preseka vratila.
Re{ewe ove jedna~ine predpostavgamo u obliku:
d(zt) =T®Z(2).
Saglasno Bemnodlli-jevoj metodi partikularnih integrala, parcijalna diferencijalna
jedna~ina se svodi na dve obi~ne diFerencijalne jedna~ine razdvojenih promenqivih:

T()+WT(t) =0,

gde je:w=cl ,
Z (2)+17Z(t) =0,
~1jasu re{ewa za levu i1 desnu stranu vratila:

Z'(2) =C,cosl z+C, dn| z, Z%(z)=D,cosl z+D,snl z
T'(t) = Acoswt + Bsnwt T9(t) = Acoswt + Bainwt, koja su zbog simetrije imaju
jednak oblik.

Jedna~ina (1) sada postaje: T+l ’c’T=0b T=-1 T .
Grai~ni uslovi:

g (0,t)=0P q(0,t)=Z(0)T(0)=0p Z (0)=0P C, =0,
q’(0,t)=0pP g*(0,t)= Z(0)T(0)=0P Z,(0)=0b D, =0,b



Z'(2)=C,sdn | z, Z%(2)=D,snlz

| | 2.d
Z,=1/2p G|OM=M; M G|OM=-JZM+M| @)
fiz 1z qt

z, =1j2p a1, JEW2Y _ s ©)
Iz

q/2t
I(z,t 4z
Po{toje q'(i/2t)=q’(/2t) i M'+M? =0 q R‘ gw{”/*vqu

kada saberemo jedna~ine (2) i (3) dobjemo:

q0D30 1z

2
261,09, 5, 1
1z Tt 1/2 1/2

2 ..
Po{toje: j{t_? =ZT =-1%7TZ =-17cq(t), onda imamo:

z=1/2"

2G1,2°(}/Q)T - 3,1 %¢?Z(1/2T =0/T * Ob

2Gl, | C, cosl L J 1?¢’C,snl I—:O; | ¥ =xPp
2 2

G
ZGlocosg- Jl —sin%=0, odakle sledi Frekventna jedna~ina
r

21,rl _
o uvode}i smenu me
X

z OI

4

tgg = dobijamo:

gde postoji n korena X, X,, Xsy,
Ako uvedemo aproksimaciju:

X X
tg=»=b
g2 2
2l ,rl 41 ,rl - .
%» JO ?=—2_ {to predstavga prvu aproksimaciju re{ewa.
ZX z

Zbog uvedenih smena sledi: w, :% E
r
Stoga sledi da je pribli “navrednost najni ~e kru ~ ne Frekvencije:
W = 41,r _ 4Gl _
Jl J,l
Koriste}i analogiju izme|u torzijskih oscilacija vratila kru ™ no prstenog popre~nog
preseka i1 longitudinalnih oscilacija {tapadobija se:

T[ZW(Z,'[) =c? ﬂZW(Z,t) 2 :E
t2 1z* r
Wzt) =T()Z(2).

~ijasu re{ewaza levu i desnu stranu {tapa:

,C

Z'(2)=C,cosl z+C,dn| z, Z%(2) =D, cosl z+D,snl z



T'(t) = Acoswt + Bsnwt , T9(t) = Acoswt + Bsnwt, koja su zbog simetrije jednakog

oblika.
Grai~ni uslovi:

W (0,t)=0P w(0,t) =Z(0)T(0)=0P Z(0)=0b C, =0,
w'(0,t)=0P w*(0,t) =Z(0)T(0) =0b Z,(0)=0P D, =0,p

Z'(2)=C,sdn | z, Z%(2)=D,snlz
2,,,d
Z =1/2b F! = F, +F(1), EA."WI (I/|2,t) =- mﬂ W (I2/2,t)+ F(t) 2
9z qt
Z,=1/2p F! =-F(t), EAw/dz’t):-F(t) ?3)
z
Kada saberemo jedna~ine (2) i (3) dobjemo:
g‘ﬂ/z,t)
w_TPw E(t
2EA= +m =0, gt
1z M |z=1/2 <7 wizt
2EAZ (1/2)T - ml %c®Z(I/2)T =0/T* Ob W0 _2
2EAI C, cosl lE ml 2¢2C, dn | '—2=o;| A =xbp 2 2
X E. X . . .
2EAcosE- m — nE =0, odakle sledi Frekventna jedna~ina:
r
2 mc?’
uvode}i smenu m:% dobijamo:
r
X 2
tg= = —,
92 nx

gde postoji n korena X, X,, Xy,
Ako uvedemo aproksimaciju :

tgz»ib p XZZ4Ar|
2 2

, 4 to predstavga prvu aproksimaciju re{ewa.

Zbog uvedenih smena sledi: w, :XI—"‘ E

r
Stoga sledi daje pribli ~“navrednost najni ~ e kru ™ ne Frekvence:
we =c23Ar _A4EA
! m  m

Da bi najni ~e kru ™~ ne FrekFencije bile jednake potrebno je da bude ispuwen uslov:

G _ EA
J m

z

(0)=0



ANALOGIJA

TORZ1JSKIH (UVOJNIH) I LONGITUDINALNIH (UZDU@N 1 H)

OSCILACIHIJA

izme]Ju torzijaskih oscilacija vratila i

longitudinalnih

Koriste}i analogiju
oscilacija {tapa, datu u narednoj tabeli, do ovog rezultata se mo ~e do}i i direktno:
Torzijske Longitudinalne
oscilacije oscilacije
q(zt) ® w(z,t)
G ® E
J ® m
C ® o]
lo ® A
r ® r




